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Vorwort
In der Diplomarbeit werden kobordismustheoretische Fragestellungen mit Hilfe von kom-
plexen elliptischen Geschlechtern behandelt sowie Eigenschaften von diesen untersucht.
Die Theorie der elliptischen Geschlechter lernte ich in einer Vorlesung kennen, die
Prof. F. Hirzebruch im WS 1987/88 an der Universita¨t Bonn hielt. In der Vorlesung
wurde einerseits eine Einfu¨hrung in das damals neue Gebiet der elliptischen Geschlechter
gegeben, anderseits wurde eine Verallgemeinerung auf komplexe Mannigfaltigkeiten vorge-
nommen. Die so erhaltenen komplexen Geschlechter der Stufe N ordnen einer komplexen
Mannigfaltigkeit eine Modulform zur Modulgruppe Γ1(N) zu. Fu¨r N = 2 erha¨lt man das
urspru¨ngliche fu¨r differenzierbare Mannigfaltigkeiten erkla¨rte elliptische Geschlecht, wie es
von S. Ochanine, E. Witten und anderen eingefu¨hrt wurde. Die wesentlichen Eigenschaf-
ten — Ganzzahligkeit und Starrheit —, die im Stufe-2-Fall fu¨r Spin-Mannigfaltigkeiten
erfu¨llt sind, gelten im Stufe-N -Fall, wenn die komplexe Mannigfaltigkeit — oder allgemei-
ner die stabil fastkomplexe Mannigfaltigkeit — eine durch N teilbare erste Chernklasse
besitzt.
Ziel der Diplomarbeit ist es, mo¨glichst viele der im differenzierbaren Fall sonst noch be-
kannten Ergebnisse in geeigneter Weise auf den komplexen Fall zu u¨bertragen.
Ich mo¨chte R. Jung fu¨r die Diskussionen, die viel zur Entstehung der Arbeit beigetragen
haben, sowie fu¨r sonstige Hilfen danken. Weiter danke ich Herrn Prof. Kreck fu¨r die Be-
antwortung vieler Fragen, Herrn Prof. W. Vogel aus Halle fu¨r seine Hilfe beim Beweis von
Satz 2.3.5, H. von Eitzen fu¨r die U¨bersetzung von [27], H. Kastenholz fu¨r seine ausfu¨hrli-
chen Korrekturvorschla¨ge, sowie allen anderen, mit denen ich u¨ber meine Arbeit sprechen
konnte.
Ganz besonders gilt mein Dank Herrn Prof. Hirzebruch fu¨r die Anregung zu dieser Ar-
beit und seine begleitende Hilfe. Aus seinen Vorlesungen und Arbeiten stammen auch
die meisten meiner Kenntnisse u¨ber Kobordismustheorie, charakteristische Klassen und
Geschlechter.
Schließlich halfen mir beim Aufschreiben und Korrekturlesen der Arbeit R. Kleinrensing,
J. Kettner und mein Vater. Ihnen sei ebenfalls gedankt.
Gerald Ho¨hn
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Einleitung
Die Diplomarbeit bescha¨ftigt sich mit der Verallgemeinerung der Theorie der elliptischen
Geschlechter von orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten auf U -Mannigfaltig-
keiten (Mannigfaltigkeiten mit komplexer Struktur auf dem stabilen Tangentialbu¨ndel).
Das universelle elliptische Geschlecht der Stufe zwei, ϕ2 : Ω
SO
∗ ⊗C→ M∗(Γ1(2)) ∼= C[δ, ǫ]
(fu¨r eine Einfu¨hrung vgl. ersten Aufsatz in [31] sowie [7, 32, 36, 37, 46, 49, 50]), la¨ßt
sich nach Ochanine [36] wie folgt charakterisieren: sei JSpin∗ ⊂ ΩSpin∗ ⊗ C ∼= ΩSO∗ ⊗ C
das Ideal, das von projektiven Bu¨ndeln CP(E) erzeugt wird, wobei E ein komplexes
Vektorbu¨ndel von geradem Rang u¨ber einer orientierten Mannigfaltigkeit ist. Dann gilt
Kerϕ2 = J
Spin
∗ . Das Geschlecht ϕ2 geho¨rt zur charakteristischen Potenzreihe Q(x) =
x
f(x)
,
wobei die Umkehrfunktion f−1(y) = g(y) von f(x) das elliptische Integral g(y) =∫ y
0
dt√
1−2δt2+ǫt4 ist. Witten [49] zeigte, daß sich ϕ2(X) als die a¨quivariante Signatur des
freien Schleifenraumes sign(q,LX) interpretieren la¨ßt, welche man formal als eine Reihe∑
n≥0 sign(X,Rn)q
n schreiben kann. Hierbei sind die Rn eine Folge zu TX assoziierter Vek-
torbu¨ndel. Witten vermutete, daß das elliptische Geschlecht starr bei S1-Operationen auf
Spin-Mannigfaltigkeiten ist, d.h. der virtuelle S1-Charakter sign(λ,X,Rn) ∈ Z[λ, λ−1] ist
trivial fu¨r alle n. Dies wurde von Ochanine [37] im Falle von semifreien S1-Operationen
und im allgemeinen Fall von Taubes [46, 7] bewiesen. Weiter folgt, daß der Kern von
ϕ2 das Ideal I
Spin,odd
∗ ist, welches von zusammenha¨ngenden Spin-Mannigfaltigkeiten mit
ungerader S1-Operation erzeugt wird. Fu¨r semifreie S1-Operationen vgl. dazu auch [6].
Die Starrheit impliziert Multiplikativita¨t in allen orientierten Faserbu¨ndeln mit Spin-
Mannigfaltigkeiten als Faser: ϕ2(E) = ϕ2(B) · ϕ2(F ) (Genauer sei E ein lokal triviales
orientiertes Faserbu¨ndel mit orientierter Mannigfaltigkeit B als Basis, orientierter Man-
nigfaltigkeit F als Faser und kompakter zusammenha¨ngender Liegruppe als Strukturgrup-
pe.) Falls die Faser eine beliebige orientierte Mannigfaltigkeit sein darf, ist die Signatur
das einzige Geschlecht mit dieser Eigenschaft (vgl. [9, 5]). Operiert auf E eine endliche
Gruppe, so ist auch die a¨quivariante Signatur multiplikativ [38], so daß man vermuten
ko¨nnte, daß dies auch fu¨r sign(q,LX) (kleine Schleifen verwenden) der Fall ist. Da der
freie Schleifenraum LX nur fu¨r Spin-Mannigfaltigkeiten X orientierbar ist [42], ko¨nnte
dies eine Erkla¨rung fu¨r die Spin-Bedingung liefern.
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Das universelle elliptische Geschlecht ϕ2(X) ist eine Modulform zu Γ1(2), so daß man
die Werte in den beiden Spitzen von Γ1(2) betrachten kann. Diese Werte sind aber
gerade die Signatur und das Aˆ-Geschlecht. Die Starrheit des Aˆ-Geschlechtes bei S1-
Operationen auf Spin-Mannigfaltigkeiten wurde von Atiyah-Hirzebruch [2] gezeigt; au-
ßerdem: Ker Aˆ = ISpin∗ , wobei I
Spin
∗ das Ideal ist, welches von zusammenha¨ngenden Spin-
Mannigfaltigkeiten mit effektiver S1-Operation erzeugt wird.
Hirzebruch folgend [22, 23] werden in meiner Diplomarbeit die obigen Charakterisierun-
gen von ϕ2 in geeigneter Weise auf komplexe elliptische Geschlechter u¨bertragen. Dazu
definieren wir das universelle elliptische Geschlecht ϕell als das Geschlecht, das zur cha-
rakteristischen Potenzreihe Q(x) = x
f(x)
geho¨rt, wobei f die normierte Lo¨sung der Diffe-
rentialgleichung ((
f ′
f
)′)2
= S
(
f ′
f
)
mit
S(y) =
(
y +
A
2
)4
− 1
4
B
(
y +
A
2
)2
+ 4C
(
y +
A
2
)
+
1
64
B2 − 2D
ist. Das universelle elliptische Geschlecht einer komplex n-dimensionalen U -Mannigfal-
tigkeit ist dann ein gewichtet homogenes Polynom vom Gewicht n in den Unbestimm-
ten A, B, C und D, wenn diese mit den Gewichten 1 bis 4 versehen werden. Fu¨r SU -
Mannigfaltigkeiten ist es sogar ein Polynom, das nur von B, C und D abha¨ngt. Obiges
Polynom S(y) ist gerade so gewa¨hlt worden, daß ϕell auf bestimmten ausgezeichneten
U -Mannigfaltigkeiten W1 bis W4 die Werte A bis D annimmt.
Das elliptische Geschlecht der Stufe N , wie von Hirzebruch eingefu¨hrt, geho¨rt zu solchen
Polynomen S(y), die einer Differentialgleichung
(*) P ′(y)2S(y) = N2y2(P (y)2 − c2)
genu¨gen mit einem Polynom P (y) = yN+ . . .+dN−1y+dN und einer Konstante c 6= 0. Die
Gleichung (*) liefert zwei homogene Bedingungen RN−1 und RN+1 vom Gewicht N−1 und
N +1 an die Unbestimmten A bis D. Sie definieren eine Kurve CN im gewichtet projekti-
ven Raum CP1,2,3,4. Wie in [26] gezeigt, sind die irreduziblen Komponenten dieser Kurve
gerade die Bilder von Abbildungen der Modulkurven H/Γ1(n) in den CP
1,2,3,4, wobei
n > 1 die Teiler von N durchla¨uft. Mit ϕ˜N bezeichnen wir dann den wie folgt definierten
Algebrenhomomorphismus von ΩU∗ ⊗ C in die Koordinatenalgebra C[A,B,C,D]/I(CN)
von CN :
Wir konstruieren eine Basisfolge W1,W2, . . . von Ω
U
∗ ⊗C mit ϕell(W1) = A, ϕell(W2) = B,
2
ϕell(W3) = C, ϕell(W4) = D und ϕell(Wi) = 0 fu¨r i ≥ 5. Sei
πN : C[A,B,C,D]→ C[A,B,C,D]/I(CN)
die Projektion auf die Koordinatenalgebra von CN . Dann definiere ϕ˜N als πN ◦ ϕell. Das
in [23] definierte Geschlecht ϕN ist dann die Abbildung π
′
N ◦ ϕell, π′N : C[A,B,C,D] →
C[A,B,C,D]/I(C ′N), wobei C
′
N die irreduzible Komponente von CN ist, die der Modul-
kuve H/Γ1(N) entspricht. Alternativ kann ϕN auch als Polynom in Modulformen A bis
D vom Gewicht 1 bis 4 zu Γ1(N) aufgefaßt werden. Die Werte von ϕN in den Spitzen von
Γ1(N) sind die Geschlechter χy(X) mit y = e
2πi l
N und l = 1, . . . , N − 1, (l, N) = 1, sowie
die Geschlechter χ(X,Kk/N ) mit k = 1, . . . , N − 1. Die Geschlechter χ(X,Kk/N ) fassen
wir zu einem Geschlecht A˜N zusammen:
Es ist das Geschlecht µN ◦ ϕell, wobei µN : C[A,B,C,D] → C[A,B,C,D]/I(MN) die
Projektion auf die Koordinatenalgebra von MN =
⋃[N
2
]
k=1 PN,k ⊂ CP1,2 ⊂ CP1,2,3,4 ist. Die
Varieta¨t MN besteht aus den Punkten PN,k = (2(1/2 − k/N)t : 2t2 : 0 : 0), deren homo-
gene Koordinaten die Werte der Modulformen A bis D in den Spitzen von Γ1(N) sind,
die zu χ(X,Kk/N) geho¨ren.
Sei ΩU,N∗ der Kobordismusring von stabil fastkomplexen Mannigfaltigkeiten mit fest ge-
wa¨hlter N -ten Wurzel des Determinantenbu¨ndels, d.h. die Objekte sind U -Mannigfal-
tigkeiten X zusammen mit einer N -Struktur: das ist ein Geradenbu¨ndel L, so daß
LN ∼= det(TX). Besitzt eine U -Mannigfaltigkeit X eine N -Struktur, so gilt c1(X) ≡ 0
(mod N). Wir bezeichnen U -Mannigfaltigkeiten mit durch N teilbarer erster Chernklas-
se daher als N -Mannigfaltigkeiten. Umgekehrt besitzen N -Mannigfaltigkeiten stets eine
(nicht notwendig eindeutig bestimmte) N -Struktur. Mit dem Pontrjagin-Thom-Theorem
berechnet man ΩU,N∗ ⊗Q ∼= ΩU∗ ⊗Q ∼= Q[W1,W2, . . .].
Der Typ t einer effektiven, mit der U -Struktur kompatiblen S1-Operation auf einer zusam-
menha¨ngenden N -Mannigfaltigkeit X mit [X ] 6= 0 in ΩU,N∗ ⊗Q ist die Summe der Dreh-
zahlen im Normalenbu¨ndel einer Fixpunktkomponente modulo N . Er ist unabha¨ngig von
der Auswahl der Fixpunktkomponente. Sei IN,t∗ das Ideal in Ω
U,N
∗ ⊗C, welches von zusam-
menha¨ngenden N -Mannigfaltigkeiten mit effektiven S1-Operationen vom Typ t erzeugt
wird. Da IN,t∗ = I
N,ggT (N,t)
∗ gilt, betrachten wir nur t = 0 und Teiler t von N . Das Ideal
IN∗ = I
N,0
∗ sei das Ideal der N -Mannigfaltigkeiten mit effektiver S
1-Operation. Weiter de-
finiere noch ein Ideal JN∗ wie folgt: Fu¨r zwei komplexe Vektorbu¨ndel E und F vom Rang p
und q u¨ber einer U -Mannigfaltigkeit B sei das getwistet projektive Bu¨ndel C˜P(E⊕F ) als
differenzierbare Mannigfaltigkeit das gewo¨hnliche projektive Bu¨ndel CP(E⊕F ). Es wird
aber mit einer anderen,
”
getwisteten“ stabil fastkomplexen Struktur versehen, so daß ei-
3
ne Faser C˜Pp,q dieses Bu¨ndels die totale Chernklasse c(C˜Pp,q) = (1+ g)
p(1− g)q besitzt.
Das Ideal JN∗ von Ω
U,N
∗ ⊗C wird nun von solchen Bu¨ndeln C˜P(E ⊕ F ) erzeugt, bei de-
nen der Totalraum und die Faser N -Mannigfaltigkeiten sind. (Die zweite Bedingung ist
a¨quivalent zu N | p− q.) Schließlich definieren wir noch analog die Ideale ISU∗ , ISU,t∗ und
JSU∗ fu¨r SU -Mannigfaltigkeiten. Der Typ t ist hierbei eine ganze Zahl.
Ein Hauptresultat der Arbeit ist der
Satz:
(1) Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C= JSU∗ = ISU,t∗ , fu¨r t 6= 0
(2) Ker Aˆ |ΩSU∗ ⊗C= ISU∗
(3) Ker ϕ˜N = J
N
∗ = I
N,1
∗
(4) Ker A˜N = I
N
∗
Die Inklusion Ker A˜N ⊃ IN∗ findet sich bei Hattori [18] und Kricˇever [28], vgl. auch [34],
die Inklusion Ker ϕ˜N ⊃ IN,1∗ bei Hirzebruch [23]. Wir haben damit also eine geometrische
Charakterisierung der komplexen elliptischen Geschlechter ϕell und ϕ˜N .
Da Bild(ϕell |ΩSU∗ ⊗C) ⊂ C[B,C,D], ko¨nnen wir ϕell als C-Algebrenhomomorphismus von
ΩSU∗ ⊗C in die Koordinatenalgebra der gewichtet projektiven Ebene CP2,3,4 auffassen.
Die Ebene wiederum ko¨nnen wir mit dem geeignet kompaktifizierten Modulraum von
A¨quivalenzklassen elliptischer Kurven u¨ber C mit ausgezeichnetem Punkt auf der Kurve
identifizieren. Hierbei entspricht dem Gitter L = 2πi(Zτ +Z) mit ausgezeichnetem Punkt
z ∈ C/L, z 6= 0 der Punkt (B : C : D) = (24℘L(z) : ℘′L(z) : 6℘2L(z)− 12g2(L)) ∈ CP2,3,4.
Dabei steht ℘L(x) fu¨r die Weierstraßsche ℘-Funktion zum Gitter L, und g2(L), g3(L) seien
die Gitterkonstanten. Unter dieser Identifikation ist das universelle elliptische Geschlecht
fu¨r SU -Mannigfaltigkeiten bis auf einen Homogenita¨tsfaktor λ−1 ∈ C∗, der dem U¨bergang
von (L, z) zu (λL, λz) entspricht, das Geschlecht zur charakteristischen Potenzreihe
Q(x) =
x
1− e−x (1+ye
−x)
∞∏
n=1
1 + yqne−x
1− qne−x ·
1 + y−1qnex
1− qnex ·
(
(1+y)
∞∏
n=1
(1 + yqn)(1 + y−1qn)
(1− qn)2
)−1
,
wobei q = e2πiτ und −y = ez. So geschrieben ist ϕell(Xd) fu¨r eine d-dimensionale SU -
Mannigfaltigkeit Xd eine Jacobiform vom Gewicht d und Index 0 (holomorph bis auf
einen Pol in 0) zur vollen Modulgruppe PSL2(Z) (vgl. [14]). Das unnormierte universel-
le elliptische Geschlecht χy(q,LXd) la¨ßt sich wegen obiger Produktentwicklung auch als
Potenzreihe in q und y schreiben mit Indizes getwisteter Dolbeault-Komplexe als Koeffi-
zienten:
χy(q,LXd) =
d∏
i=1
xi
1− e−xi (1 + ye
−xi)
∞∏
n=1
1 + yqne−xi
1− qne−xi ·
1 + y−1qnexi
1− qnexi [Xd]
4
= χy(Xd,
∞⊗
n=1
ΛyqnT
∗ ⊗
∞⊗
n=1
Λy−1qnT ⊗
∞⊗
n=1
Sqn(T ⊕ T ∗))
=
∑
n≥0
∑
|i|≤cn
χ(X,Rn,i)y
iqn.
Die RN,i sind dabei zum stabil fastkomplexen Tangentialbu¨ndel T assoziierte komplexe
Vektorbu¨ndel, und die xi sind die formalen Wurzeln der Chernklasse von Xd. Man kann
formal χy(q,LXd) als das S1-a¨quivariante χy-Geschlecht des freien Schleifenraumes LXd
interpretieren.
In Verallgemeinerung der Geschlechter der Stufe N gilt der
Satz: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ist starr bei S1-Operationen auf
SU -Mannigfaltigkeiten, d.h. der virtuelle S1-Charakter χ(λ,X,Rn,i) ∈ Z[λ, λ−1] ist fu¨r
alle n und i trivial.
Die Starrheit bei S1-Operationen ist a¨quivalent zu der Multiplikativita¨t in stabil fast-
komplexen Faserbu¨ndeln mit SU -Mannigfaltigkeiten als Faser und kompakter zusam-
menha¨ngender Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Strukturgruppe. Der Ko-
effizient von q0 in der Potenzreihenentwicklung von χy(q,LXd) ist das χy-Geschlecht, das
multiplikativ in allen U -Bu¨ndeln ist (vgl. [21]). Die Bedingung c1 = 0 an die Faser ko¨nnte
man als das Hindernis fu¨r eine U -Struktur auf LX zu erkla¨ren versuchen. Die Inter-
pretation von χy(q,LXd) als das a¨quivariante χy-Geschlecht des freien Schleifenraumes
liefert Zusammenha¨nge mit der konformen Quantenfeldtheorie (Charaktere von Quanten-
gruppen (vgl. [40])?). Es schließt sich die Frage an, ob es ein komplexes Analogon zur
elliptischen Kohomologie im Stufe-2-Fall gibt.
Schließlich beweisen wir noch eine Aussage u¨ber das Verhalten von ϕN beim Aufblasen:
Satz: Sei Y eine kompakte komplexe Untermannigfaltigkeit der kompakten komple-
xen Mannigfaltigkeit X , sei X˜ die Aufblasung von X entlang Y . Falls codimC Y ≡ 1
(mod N), gilt ϕN(X˜) = ϕN(X).
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Kapitel 1
Der Kobordismusring ΩU,N∗ der N-Mannigfaltigkeiten
1.1 Geometrische Definition von ΩU,N∗
In diesem Abschnitt referieren wir kurz u¨ber die Kobordismusringe ΩU∗ und Ω
SU
∗ . Es wird
dann der Kobordismusring ΩU,N∗ der N -Mannigfaltigkeiten mit N -Struktur eingefu¨hrt.
Dies sind Mannigfaltigkeiten mit einer U -Struktur auf dem stabilen Tangentialbu¨ndel
und fest gewa¨hlter
”
N -ten Wurzel“ des zum stabilen Tangentialbu¨ndel geho¨rigen komple-
xen Determinantenbu¨ndels.
Wir erinnern an die Definition von U -Mannigfaltigkeiten (vgl. z.B. [12]). Sei X eine kom-
pakte differenzierbare (d.h. C∞) Mannigfaltigkeit. Eine komplexe Struktur auf dem stabi-
len Tangentialbu¨ndel von X ist ein Vektorbu¨ndelisomorphismus J : TX⊕ ǫkR → TX⊕ ǫkR
mit J2 = −id, wobei ǫkR das triviale reellen Bu¨ndels vom Rang k u¨ber X ist. Durch eine
komplexe Struktur wird TX ⊕ ǫkR zu einem komplexen Vektorbu¨ndel. Ist J eine komple-
xe Struktur auf TX ⊕ ǫkR und J ′ eine komplexe Struktur auf TX ⊕ ǫk′R, so geho¨ren J und
J ′ der gleichen stabilen A¨quivalenzklasse Φ an, falls es s und s′ mit k+2s = k′ +2s′ =: t
gibt, so daß die komplexen Strukturen auf TX ⊕ ǫtR, die zu den komplexen Vektorbu¨ndel
TX⊕ǫkR⊕ǫsC und TX⊕ǫk′R⊕ǫs′C geho¨ren (ǫkC sei das triviale reelle Vektorbu¨ndel vom Rang
2k mit der standardkomplexen Struktur), stetig ineinander deformiert werden ko¨nnen. Ei-
ne U -Struktur aufX ist eine A¨quivalenzklasse Φ von komplexen Strukturen auf dem stabi-
len Tangentialbu¨ndel. Eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einer U -Struktur bezeichnen
wir als U -Mannigfaltigkeit. Die Menge der U -Strukturen auf X kann mit der Menge
der Homotopieklassen von Liftungen der klassifizierenden Abbildung X → BO des stabi-
len Tangentialbu¨ndels bzgl. der Faserung BU → BO identifiziert werden. Fu¨r eine reell
n-dimensionale Mannigfaltigkeit Xn ko¨nnen anstelle der stabilen Ra¨ume BO und BU die
klassifizierenden Ra¨ume BO(2k) und BU(k) verwendet werden, falls 2k ≥ n+ 2.
Der Rand einer U -Mannigfaltigkeit ist wieder eine U -Mannigfaltigkeit. Das Negative ei-
ner U -Mannigfaltigkeit X , deren U -Struktur durch eine komplexe Struktur auf TX ⊕ ǫkR
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repra¨sentiert wird, ist X zusammen mit der U -Struktur, die durch die komplexe Struktur
TX ⊕ ǫkR ⊕ ǫ1C repa¨sentiert wird. Zwei U -Mannigfaltigkeit heißen isomorph, falls das Dif-
ferential eines Diffeomorphismus die U -Struktur respektiert. Disjunkte Vereinigung und
direktes Produkt zweier U -Mannigfaltigkeiten sind wieder U -Mannigfaltigkeiten. (Beim
direkten Produkt zweier Mannigfaltigkeiten mit Rand sind die
”
Ecken zu gla¨tten“. Dies
ist bis auf U -Isomorphie eindeutig mo¨glich.)
Ein komplexes Vektorbu¨ndel E u¨ber einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit Xn besitzt
die totale Chernklasse c(E) = 1 + c1 + c2 + · · ·+ c[n
2
] ∈ H∗(X,Z), ci ∈ H2i(X,Z). Wegen
der Multiplikativita¨t der Chernklasse (d.h. c(E⊕F ) = c(E) · c(F )) ha¨ngt die Chernklasse
einer komplexen Struktur auf dem stabilen Tangentialbu¨ndel nur von der stabilen A¨qui-
valenzklasse Φ ab, d.h. die Chernklasse c(X) = c(TX ⊕ ǫkR) einer U -Mannigfaltigkeit ist
wohldefiniert. Eine U -Struktur auf X definiert eine Orientierung fu¨r X . Wir ko¨nnen da-
her fu¨r eine U -Mannigfaltigkeit Xn kanonisch einen Erzeuger [Xn] von Hn(Xn,Z) ∼= Z
(Fundamentalzyklus der Mannigfaltigkeit) auszeichnen. Sei I = (i1, . . . , in),
∑
ν · iν = n
eine Partition von n. Die Chernzahl cI [X2n] einer 2n-dimensionalen U -Mannigfaltigkeit
X2n ist dann durch cI [X2n] = (c
i1
1 (X) · ci22 (X) · . . . · cinn (X))[X2n] definiert.
Zwei n-dimensionale U -Mannigfaltigkeiten Xn und X
′
n heißen kobordant, falls es eine
(n + 1)-dimensionale U -Mannigfaltigkeit Yn+1 gibt mit ∂Yn+1 = Xn − X ′n. Dies ist eine
A¨quivalenzrelation und sie ist mit der disjunkten Vereingung und dem direkten Produkt
vertra¨glich. Die A¨quivalenzklassen bilden einen graduiert kommutativen Ring ΩU∗ . (Addi-
tion =ˆ disjunkte Vereingung, Multiplikation =ˆ Produkt.)
U¨ber die Struktur von ΩU∗ informiert
Satz 1.1.1 (Milnor): Sei M2, M4, M6, . . . eine Folge von U -Mannigfaltigkeiten mit
s(M2n) =
{±1 falls n+ 1 keine Primzahlpotenz ist,
±p falls n+ 1 eine Potenz der Primzahl p ist,
wobei die Milnorzahl s(M2n) fu¨r eine 2n-dimensionale U -Mannigfaltigkeit der Wert des
Geschlechtes ist, das zur charakteristischen Potenzreihe Q(x) = 1 + xn geho¨rt (siehe
Abschnitt 2.1). Dann gilt ΩU∗ ∼= Z[M2,M4,M6, . . .]. Die Gruppen ΩUn sind insbesondere
torsionsfrei.
Korollar: ΩU∗ ⊗Q ∼= Q[M2,M4,M6, . . .], falls s(M2n) 6= 0.
Eine solche Folge M2n von Mannigfaltigkeiten mit s(M2n) 6= 0 wird als Basisfolge fu¨r
ΩU∗ ⊗Q bezeichnet.
Beispiel: ΩU∗ ⊗Q ∼= Q[CP1,CP2,CP3, . . .], da s(CPn) = (1+gn)n+1[CPn] = n+1 6= 0,
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falls g der Erzeuger von H2(CPn,Z) ist, der poincare´-dual zu einem Hyperebenenschnitt
mit der durch die komplexe Struktur induzierten Orientierung ist.
Analog zu U -Mannigfaltigkeiten ko¨nnen SU -Mannigfaltigkeiten definiert werden: Eine
SU -Struktur auf X ist eine Homotopieklasse von Liftungen der klassifizierenden Abbil-
dung X → BO bezu¨glich der Faserung BSU → BO. Jede SU -Struktur auf X induziert
eine U -Struktur. Eine U -Mannigfaltigkeit la¨ßt genau dann eine (nicht notwendig ein-
deutige) SU -Struktur zu, die die gegebene U -Struktur induziert, falls c1(X) = 0. Als
Strukturresultat fu¨r den zugeho¨rigen Kobordismusring hat man
Satz 1.1.2: Es gilt ΩSU∗ ⊗Q ∼= Q[M4,M6,M8, . . .], falls M2n fu¨r n ≥ 2 eine Folge von
SU -Mannigfaltigkeiten mit s(M2n) 6= 0 ist.
Korollar: Sind Chernzahlen cI (I = (i1, . . . , in),
∑
ν · iν = n) vorgegeben, so existiert ge-
nau dann ein [X ] ∈ ΩSU∗ ⊗Q mit diesen Chernzahlen, wenn alle Chernzahlen mit c1 als
Faktor verschwinden.
Beweis: Die Notwendigkeit ist klar, die Umkehrung folgt aus Dimensionsgru¨nden.
Die Torsion von ΩSUn ist komplizierter zu beschreiben und zu berechnen. Sie ist genau
dann von Null verschieden, falls n von der Gestalt n = 8k + 1 oder n = 8k + 2 ist. Auch
die Struktur des freien Anteils von ΩSU∗ ist wesentlich komplizierter als die von Ω
U
∗ .
Kommen wir nun zur Definition von N -Mannigfaltigkeiten und N -Strukturen. Dabei sei
N stets eine feste natu¨rliche Zahl gro¨ßer oder gleich 2.
Definition 1.1.3: Sei B ein endlicher zusammenha¨ngender CW -Komplex und ξ ein U(n)-
Prinzipalbu¨ndel u¨ber B, sei P das assoziierte S1-Prinzipalbu¨ndel, das zur Darstellung
Λn : U(n)→ U(1) = S1 geho¨rt. Eine N -Struktur auf ξ ist ein Paar (Q, π), bestehend aus
(1) einem S1-Prinzipalbu¨ndel Q u¨ber B; und
(2) einer Abbildung π : Q→ P , so daß das folgende Diagramm kommutativ ist:
Q× S1 −→ Qyπ×λN yπ B
P × S1 −→ P
.
Hierbei ist λN die Abbildung von S
1 nach S1, die λ ∈ S1 auf λN abbildet, und die
horizontalen Pfeile sind die natu¨rlichen Rechtsoperationen von S1 auf P und Q. Eine N -
Struktur auf einem komplexen Vektorbu¨ndel ist eine N -Struktur auf einem zugeho¨rigen
U(n)-Prinzipalbu¨ndel.
Die Abbildung π : Q→ P ist eine N -bla¨ttrige U¨berlagerung. Sind K und L die zu P und
Q assozierten Geradenbu¨ndel, so ist K die N -te Tensorpotenz von L.
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Eine zweite N -Struktur (Q′, π′) auf ξ heißt a¨quivalent zu (Q, π), falls es einen S1-
Prinzipalbu¨ndelisomorphismus f : Q′ → Q gibt, so daß π ◦ f = π′ gilt.
Beachte: Es kann vorkommen, daß zwei N -Strukturen (Q, π) und (Q′, π′) auf ξ nicht a¨qui-
valent sind, obwohl die S1-Bu¨ndel Q und Q′ isomorph sind (d.h. gleiche erste Chernklasse
besitzen).
Sei φ : B → BU(n) die bis auf Homotopie wohlbestimmte klassifizierende Abbildung
des U(n)-bu¨ndels ξ. Die Determinantenabbildung U(n) → S1 induziert eine Abbildung
det : BU(n) → BS1 der klassifizierenden Ra¨ume; die zur Bildung der N -ten Tensorpo-
tenz eines komplexen Linienbu¨ndels geho¨rende Abbildung λN : S
1 → S1 induziert eine
Faserung µN : BS
1 → BS1 mit Faserhomotopietyp K(Z/NZ, 1) (lange exakte Homoto-
piesequenzen zu λN , µN und ES
1 → BS1 betrachten). Der Homotopietyp der betrachteten
Ra¨ume und die Homotopieklasse der Abbildungen det und µN sind dabei eindeutig festge-
legt. A¨quivalenzklassen von N -Strukturen entsprechen dann Faserhomotopieklassen von
Liftungen der Abbildung det ◦φ : B → BS1 bezu¨glich der Faserung µN : BS1 → BS1.
Die Kohomologiesequenz zur Koeffizientensequenz 0−→Z ·N−→Z−→Z/NZ−→0 liefert die
natu¨rliche Transformation c¯1 : H
2( . ,Z) → H2( . ,Z/NZ), welche von einer ebenfalls
mit c¯1 bezeichneten Abbildung K(2,Z) → K(2,Z/NZ) der klassifizierenden Ra¨ume
der Kohomologiefunktoren induziert ist. Wir ko¨nnen die Homotopieklasse dieser Abbil-
dung mit dem Element c¯1(γ) ∈ H2(BS1,Z/NZ), der modulo-N -Reduktion der ersten
Chernklasse des universellen S1-Bu¨ndels γ u¨ber BS1 ≃ K(2,Z), identifizieren. Die Fa-
serung µN : BS
1 → BS1 ist dann die mit c¯1 zuru¨ckgeholte (Faserprodukt) Wegeraum-
faserung pN : PK(Z/NZ, 2) → K(Z/NZ, 2) mit Faserhomotopietyp ΩK(Z/NZ, 2) ≃
K(Z/NZ, 1). Holt man die Faserung µN mit det weiter nach BU(n) zuru¨ck, erha¨lt man
eine Faserung (µ˜N)n : B˜U(n)→ BU(n):
B˜U(n) −→ BS1 −→ PK(Z/NZ, 2)
ψ˜
y(µ˜N )n yµN ypN
BU(n)
det−→ BS1 c¯1−→ K(Z/NZ, 2)
φ
B
.
A¨quivalenzklassen von N -Strukturen auf ξ entsprechen den Faserhomotopieklassen von
Liftungen ψ˜ von φ bezu¨glich dieser Faserung.
Hindernistheorie (vgl. [43], Kap. 8) besagt, daß φ : B → BU(n) genau dann eine Lif-
tung besitzt, falls c¯1 ◦ det ◦φ nullhomotop ist, d.h. die Reduktion modulo N der ersten
Chernklasse von ξ verschwindet. In diesem Fall ko¨nnen die Differenzen von Faserhomo-
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topieklassen von Liftungen ψ˜ : B → B˜U(n) von φ eineindeutig mit den Elementen von
H1(B,Z/NZ) identifiziert werden.
Ist das U(n)-Bu¨ndel ξ durch U¨bergangsfunktionen fij : Ui ∩ Uj → U(n) gegeben,
wobei U = {U}i∈I eine ξ trivialisierende U¨berdeckung von B ist, so hat man die
folgende Beschreibung von A¨quivalenzklassen von N -Strukturen. Sei {gij} der durch
gij(x) = det fij(x), x ∈ Ui ∩ Uj definierte U-Kozyklus des zu ξ geho¨renden Determi-
nantenbu¨ndels. Die U¨bergangsfunktionen hij : Ui ∩ Uj → S1 einer N -ten Wurzel des
Determinatenbu¨ndels genu¨gen den Gleichungen hNij = gij, sind also fu¨r feste i und j schon
bis auf eine N -te Einheitswurzel eindeutig bestimmt. Sind zwei feste N -te Wurzeln mit
U¨bergangsfunktionen {h′ij} und {h′′ij} gegeben, so ist {h′ij/h′′ij} ein 1-Kozykel mit Wer-
ten in den N -ten Einheitswurzeln, repra¨sentiert daher ein Element von H1(B,Z/NZ).
Man sieht so auch sofort, daß jedes Element von H1(B,Z/NZ) als Differenz von N -ten
Wurzeln auftritt.
Lemma 1.1.4: Seien E und E˜ zwei komplexe Vektorbu¨ndel u¨ber einem endlichen CW -
Komplex B. Dann bestimmt die Wahl einer N -Struktur auf zweien der drei Bu¨ndel E, E˜
und E ⊕ E˜ eindeutig eine N -Struktur auf dem dritten.
Beweis: Man versehe die Bu¨ndel E und E˜ mit einer Hermiteschen Metrik, so daß man
die zugeho¨rigen U(n)-Prinzipalbu¨ndel betrachten kann.
Fu¨r die erste Chernklasse gilt c1(E ⊕ E˜) = c1(E) + c1(E˜). Lassen daher zwei der Vek-
torbu¨ndel eine N -Struktur zu, so auch das dritte.
Seien {gij} bzw. {g˜ij} Kozykel, die die Determinantenbu¨ndel von E bzw. E˜ repra¨sen-
tieren. Wegen det(E ⊕ E˜) = det(E) ⊗ det(E˜) repra¨sentiert {gij · g˜ij} das Determinan-
tenbu¨ndel von E ⊕ E˜. Sind {h′ij}, {h′′ij} bzw. {h˜′ij}, {h˜′′ij} Kozykel mit h′ijN = h′′ijN = gij ,
h˜′ij
N
= h˜′′ij
N
= g˜ij, die zweiN -te Wurzeln von detE bzw. det E˜ repra¨sentieren, so repra¨sen-
tieren {h′ij · h˜′ij} und {h′′ij · h˜′′ij} zwei N -te Wurzeln von det(E ⊕ E˜). Aus der Beziehung
h′ij
h′′ij
· h˜
′
ij
h˜′′ij
=
h′ij · h˜′ij
h′′ij · h˜′′ij
zwischen den 1-Kozykeln {h′ij/h′′ij}, {h˜′ij/h˜′′ij} und {h′ij · h˜′ij/(h′′ij · h˜′′ij)} mit Werten in den
N -ten Einheitswuzeln ergibt sich die Behauptung.
Ein die U -Struktur Φ einer U -Mannigfaltigkeit Xn repra¨sentierendes U(n+ k)-Prinzipal-
bu¨ndel la¨ßt genau dann eine N -Struktur zu, falls c1(Xn) durch N teilbar ist. Wir machen
daher folgende
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Definition 1.1.5: Eine N-Mannigfaltigkeit ist eine U -Mannigfaltigkeit, deren erste
Chernklasse durch N teilbar ist.
Eine N-Struktur auf einer N -Mannigfaltigkeit ist eine A¨quivalenzklasse von N -Struk-
turen auf einem Prinzipalbu¨ndel, das zu einem stabilen Tangentialbu¨ndel geho¨rt, das die
U -Struktur repra¨sentiert. Wenn die N -Mannigfaltigkeit nicht zusammenha¨ngend ist, ist
dabei auf jeder Komponente eine N -Struktur zu wa¨hlen.
Die Definition ist unabha¨ngig von dem die U -Struktur Φ repra¨sentierenden Prinzi-
palbu¨ndel (vgl. [33], S. 207).
Ist eine N -Mannigfaltigkeit einfach zusammenha¨ngend, so ist die N -Struktur eindeutig
bestimmt.
Lemma 1.1.6: Das kartesische Produkt zweier N -Mannigfaltigkeiten mit N -Struktur
ist kanonisch eine N -Mannigfaltigkeit mit N -Struktur. Eine N -Struktur auf einer N -
Mannigfaltigkeit X mit Rand ∂X induziert kanonisch eine N -Struktur auf der N -
Mannigfaltigkeit ∂X .
Beweis: Fu¨r die zugrunde liegenden U -Strukturen vgl. [12]. Wir betrachten hier nur noch
die zusa¨tzliche N -Struktur.
Das Tangentialbu¨ndel des kartesischen Produktes X×Y zweier stabil fastkomplexer Man-
nigfaltigkeitenX , Y ist vermo¨ge eines kanonisch gewa¨hlten Isomorphismus stabil isomorph
zu π∗X(TX⊕ ǫkR)⊕π∗Y (TY ⊕ ǫk′R). Hierbei sind πX und πY die Projektionen von X×Y auf
die Faktoren. Holt man die N -Strukturen mit πX und πY von X und Y auf das Produkt
zuru¨ck, so erha¨lt man mit Lemma 1.1.4 eine eindeutige N -Struktur auf X × Y .
Das Tangentialbu¨ndel von ∂X ist mittels eines kanonisch gewa¨hlten Isomorphismus sta-
bil isomorph zu TX ⊕ ǫkR | ∂X . Die Einschra¨nkung (Q | ∂X, π | ∂X) des die N -Struktur
definierenden S1-Prinzipalbu¨ndels Q und der Projektionsabbildung π definiert damit eine
N -Struktur auf ∂X .
Zwei N -Mannigfaltigkeiten X und Y mit N -Struktur heißen differenzierbar a¨quivalent,
falls ein U -Diffeomorphismus f : X → Y existiert, so daß die mit f nach X zuru¨ckgeholte
N -Struktur von Y die von X ist.
Sei I = [0, 1] mit der U -Struktur versehen, daß fu¨r jede geschlossene U -Mannigfaltigkeit
X , die auf der Komponente X×{0} von ∂(X×I) induzierte U -Struktur die von X ist. Die
N -Mannigfaltigkeit I besitzt dann eine eindeutige N -Struktur fu¨r obige U -Struktur. Fu¨r
eine geschlosse N -Mannigfaltigkeit X mit N -Struktur bezeichnen wir mit −X die auf die
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Komponente X × {1} von ∂(X × I) induzierte N -Struktur (zur induzierten U -Struktur).
Definition 1.1.7: Zwei geschlossene n-dimensionale N -Mannigfaltigkeiten Xn und Yn
mit N -Struktur heißen N-kobordant, falls es eine (n+1)-dimensionale N -Mannigfal-
tigkeit Wn+1 mit N -Struktur gibt, so daß ∂Wn+1 = Xn ∪˙ −Yn gilt (im Sinne von N -
Mannigfaltigkeiten mit N -Strukturen). N -Kobordanz ist eine A¨quivalenzrelation, die
Menge der A¨quivalenzklassen von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sei mit ΩU,Nn be-
zeichnet. Da die A¨quivalenzrelation mit der disjunkten Vereinigung, der Bildung des Nega-
tiven und der Produktbildung vertra¨glich ist, erha¨lt ΩU,N∗ =
⊕∞
n=0Ω
U,N
n die Struktur eines
graduiert kommutativen Ringes, welchen wir als den N-Kobordismusring bezeichnen.
N -kobordante Mannigfaltigkeiten sind auch U -kobordant, da ein N -Kobordismus auch ein
U -Kobordismus ist. Damit ha¨ngen Chernzahlen einer N -Mannigfaltigkeit nur von der N -
Kobordismusklasse ab. Sie sind offensichtlich unabha¨ngig von der gewa¨hlten N -Struktur.
Das
”
Vergessen“ der N -Struktur definiert einen natu¨rlichen Ringhomomorphismus
̺N∗ : Ω
U,N
∗ → ΩU∗ ,
der weder injektiv noch surjektiv ist. Im na¨chsten Abschnitt werden wir sehen, daß zu-
mindest ̺N∗ ⊗Q ein Isomorphismus ist.
Die Konstruktion von ΩU,N∗ ist durch die analoge Definitonen von Spin-Mannigfaltigkeiten
und Spin-Strukturen motiviert worden. Eine U -Mannigfaltigkeit ist genau dann eine Spin-
Mannigfaltigkeit, wenn sie eine 2-Mannigfaltigkeit ist, da die Stiefel-Whitney Klasse w2
die modulo-2-Reduktion der Chernklasse c1 ist. Die Kobordismustheorie Ω
2,N
∗ ist a¨quiva-
lent zum komplex-spin Kobordismusring Ωc−s∗ , wie er in [45] definiert wird.
1.2 Berechnung von ΩU,N∗ ⊗Q mit Pontrjagin-Thom Theorem
Wir berechnen ΩU,N∗ ⊗ Q mit Hilfe des Pontrjagin-Thom Theorems. Dazu zeigen wir,
wie sich die N -Kobordismustheorie in die in [44] definierten (B, f)-Kobordismustheorien
einordnet.
Die im letzten Abschnitt betrachteten Faserungen (µ˜N)n : B˜U(n) → BU(n) sind durch
die Faserung µ˜N : B˜U → BU u¨ber dem stabilen klassifizierenden Raum induziert:
B˜U(n)
kn−→ B˜U(n+ 1) −→ B˜U −→ BS1y(µ˜N )n y(µ˜N )n+1 yµ˜N yµN
BU(n)
in−→ BU(n + 1) −→ BU det−→ BS1 .
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Setzen wir B2n = B2n+1 := B˜U(n) so, kommutiert das Diagramm
. . . −→ B2n g2n :=id−→ B2n+1 g2n+1 :=kn−→ B2n+2 −→ . . .yf2n yf2n+1 yf2n+2
. . . −→ BO(2n) j2n−→ BO(2n+ 1) j2n+1−→ BO(2n+ 2) −→ . . . .
(1.1)
Dabei sei jk : BO(k) → BO(k + 1) die natu¨rliche Abbildung, die zum Addieren ei-
nes trivialen reellen Geradenbu¨ndels geho¨rt, und die Faserung fk sei definiert durch
f2n := hn ◦ (µ˜N)n, f2n+1 := j2n ◦ f2n, falls hn : BU(n) → BO(2n) die natu¨rliche Ab-
bildung ist, die zum
”
Vergessen“ der komplexen Struktur geho¨rt.
In [44], Kap. II wird zu einer Familie von Faserungen fk : Bk → BO(k), fu¨r die (1.1)
kommutativ ist, die Kobordismustheorie Ω∗(B, f) definiert. Es gilt nun
Satz 1.2.1: Die Kobordismusgruppen Ωn(B, f), die zu der oben definierten Familie von
Faserungen fk : Bk → BO(k) geho¨ren, entsprechen den Kobordismusgruppen ΩU,Nn .
Beweis: (Skizze) a) N -Mannigfaltigkeiten X mit N -Struktur entsprechen eineindeutig
stabilen A¨quivalenzklassen von Homotopiepieklassen von Liftungen zu fl : Bl → BO(l)
der klassifizierenden Abbildung des Normalenbu¨ndels von Xn:
Eine N -Struktur auf dem stabilem Tangentialbu¨ndel induziert eine N -Struktur auf dem
stabilen Normalenbu¨ndel ν: Bette X differenzierbar in den R2s ein, s groß. Dann ist
(TX ⊕ ǫkR)⊕ ν ∼= ǫ2sR .
Versehe das Tangentialbu¨ndel ǫ2sR des R
2s mit der kanonischen U - und N -Struktur und
schra¨nke diese dann auf Xn ein. Das Normalenbu¨ndel ν kann dann mit einer U -Struktur
versehen werden (s. [12], S. 21), und mit Lemma 1.1.4 erha¨lt man die N -Struktur. Der Zu-
sammenhang zwischen U -Strukturen und Liftungen ist klar, den Zusammenhang zwischen
N -Strukturen und Liftungen haben wir im letzten Abschnitt diskutiert.
b) Die in [44] definierte Menge von A¨quivalenzklassen Ωn(B, f) entspricht den A¨quiva-
lenzklassen ΩU,Nn .
Man kann auf Ω∗(B, f) auch eine Ringstruktur definieren, die dann mit der von ΩU,N∗
u¨bereinstimmt. Wir werden dies aber nicht weiter ausfu¨hren, da wir uns nur fu¨r ΩU,N∗ ⊗Q
interessieren.
Satz 1.2.2: Fu¨r die Dimension des rationalen N -Kobordismusringes gilt
dimQΩ
U,N
n ⊗ Q =
{
p(n/2), falls n gerade
0, falls n ungerade
. Dabei bezeichnet p(k) die Anzahl der
Partitionen von k.
13
Beweis: Die Kobordismusgruppen ΩU,Nn ⊗Q sind nach Satz 1.2.1 vom Typ Ωn(B, f) wie in
[44], Kap. II definiert. Wir ko¨nnen daher das verallgemeinerte Pontrjagin-Thom-Theorem
(s. [44], S. 18) anwenden:
ΩU,Nn
∼= lim
k→∞
πn+k(TB˜Uk,∞).
Hierbei ist TB˜Uk der Thom-Raum des mit fk = (jk−1◦)h[k/2] ◦ (µ˜N)[k/2] : B˜U([k2 ]) →
BO(k) nach B˜U([k
2
]) zuru¨ckgeholten universellen Vektorbu¨ndels γk u¨ber BO(k). (Der
Thom-Raum eines mit einer euklidischen Metrik versehenen Vektorbu¨ndels E besteht aus
allen Vektoren v ∈ E mit |v| ≤ 1, wobei die Vektoren der La¨nge 1 zu einem Punkt
∞ zusammengeschlagen sind. Er kann auch als die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von E
angesehen werden.)
Da der Raum TB˜Uk (k − 1)-fach zusammenha¨ngend ist, ist der mit Q tensorierte
Hurewicz-Homomorphismus πn+k(TB˜Uk,∞) ⊗ Q → Hn+k(TB˜Uk,∞,Z) ⊗ Q nach ei-
nem Theorem von Serre (vgl. [35], S. ) fu¨r n + k < 2k − 1, also k > n + 1 ein
Isomorphismus. Der Thom-Isomorphismus (f ∗k (γk) ist orientiert, da fk von einem kom-
plexen Vektorbu¨ndel induziert) besagt Hn+k(TB˜Uk,∞,Z) ∼= Hn(B˜U([k2 ]),Z). Nun gilt
Hn(B˜U([
k
2
]),Q) ∼= Hn(BU([k2 ]),Q), wie man mit Hilfe der Leray-Spektralsequenz fu¨r die
Faserung (µ˜N)[k/2] : B˜U([
k
2
]) → BU([k
2
]) sieht, da die Faser ein K(Z/NZ, 1) ist und
H∗(K(Z/NZ, 1),Q) ∼= Q.
Insgesamt ergibt sich somit fu¨r k > n + 1
πn+k(TB˜Uk,∞)⊗Q ∼= Hn+k(TB˜Uk,∞,Z)⊗Q ∼= Hn(B˜U([k2 ]),Q) ∼= Hn(BU([k2 ]),Q).
Fu¨r 2[k
2
] ≥ n ist Hn(BU([k
2
]),Q) ein rationaler Vektorraum der Dimension p([k
2
]), falls
n gerade und der Dimension 0, falls n ungerade. Nach dem universellen Koeffizienten-
theorem hat dann Hn(BU([
k
2
]),Q) die gleiche Dimension, und es folgt die Behauptung.
Eine unmittelbare Folgerung ist
Satz 1.2.3: Die Abbildung ̺N∗ ⊗Q : ΩU,N∗ ⊗Q→ ΩU∗ ⊗Q ist ein Ringisomorphismus.
Beweis: Nach Satz 1.2.2 und Satz 1.1.1 stimmen die Dimensionen von ΩU,N∗ ⊗ Q und
ΩU∗ ⊗Q u¨berein.
Sei X4, X6, X8, . . . eine Basisfolge fu¨r Ω
SU
∗ ⊗Q und sei X2 eine Riemannsche Fla¨che
vom Geschlecht g = N + 1, also c1(X2) = −2N · h, h[X2] = 1, und s(X2) 6= 0. Dann
ist nach Satz 1.1.1 und 1.1.2 X2, X4, X6, . . . eine Basisfolge fu¨r Ω
U
∗ ⊗Q, die aus lauter
N -Mannigfaltigkeiten besteht, d.h. ̺N∗ ⊗Q ist surjektiv und damit bijektiv.
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Die rationale N -Kobordismusklasse einer N -Mannigfaltigkeit X mit N -Struktur ist so-
mit unabha¨ngig von der gewa¨hlten N -Struktur und schon durch die Chernzahlen von X
bestimmt. Umgekehrt kann jede Kombination von Chernzahlen durch ein Element von
ΩU,N∗ ⊗Q realisiert werden.
Im na¨chsten Abschnitt werden wir den Typ einer S1-Operation auf einer N -Mannigfal-
tigkeit X definieren. Es wird sich zeigen, daß dieser Typ unabha¨ngig von der gewa¨hlten
N -Struktur ist, falls nicht alle Chernzahlen von X verschwinden. Wir ha¨tten alternativ
ΩU,N∗ ⊗ Q einfach als den von U -Mannigfaltigkeiten X mit N | c1(X) erzeugten Ring
definieren ko¨nnen, wobei zwei Mannigfaltigkeiten kobordant sein sollen, falls ihre Chern-
zahlen u¨bereinstimmen. Der folgende Teil der Diplomarbeit ist also unabha¨ngig von den
Betrachtungen in den Abschnitten 1.1 und 1.2.
1.3 A¨quivariante Kobordismustheorie und getwistet projektive
Bu¨ndel: die Ideale IN∗ , I
N,t
∗ , J
N
∗ von Ω
U,N
∗ ⊗Q und ISU∗ , ISU,t∗ ,
JSU∗ von Ω
SU
∗ ⊗Q
Obwohl, wie im letzten Abschnitt gezeigt, der Kobordismusring ΩU,N∗ ⊗ Q isomorph
zu ΩU∗ ⊗ Q ist, kann man interessante von N abha¨ngige Ideale definieren. Jede U -
Mannigfaltigkeit ist in ΩU∗ ⊗ Q zu einer Mannigfaltigkeit mit effektiver S1-Operation
kobordant, da die komplex projektiven Ra¨ume solche zulassen und ΩU∗ ⊗ Q erzeugen.
Bei N -Mannigfaltigkeiten ist dies anders, so muß fu¨r 2-Mannigfaltigkeiten mit effekti-
ver S1-Operation das Aˆ-Geschlecht verschwinden [2]. Wir definieren daher Ideale IN∗ in
ΩU,N∗ ⊗Q, die von zusammenha¨ngenden N -Mannigfaltigkeiten mit effektiver S1-Operation
erzeugt werden. Die Definition des Typs einer S1-Operation auf einer N -Mannigfaltigkeit
als Element von Z/NZ wird zu den Idealen IN,t∗ mit t ∈ Z/NZ fu¨hren. Komplexe pro-
jektive Bu¨ndel mit komplexer Faserdimension n sind nur fu¨r die N , die Teiler von n + 1
sind, N -Mannigfaltigkeiten. Wir werden daher allgemeiner das Ideal JN∗ betrachten, das
von getwistet-projektiven Bu¨ndeln, die zugleich N -Mannigfaltigkeiten sind, erzeugt wird.
Analoge Definitionen sind fu¨r SU -Mannigfaltigkeiten mo¨glich.
Sei Xn eine zusammenha¨ngende N -Mannigfaltigkeit mit fest gewa¨hlter N -Struktur. Sei
α : S1 × X → X eine differenzierbare S1-Operation, die die U -Struktur respektiert,
d.h. die induzierte Abbildung Tα : S1 × TX ⊕ ǫkR → TX ⊕ ǫkR, Tα(λ) = Dα(λ)⊕ id auf
dem stabilen Tangentialbu¨ndel kommutiert fu¨r alle λ ∈ S1 mit einer die stabil fastkom-
plexe Struktur definierenden Abbildung J : TX ⊕ ǫkR → TX ⊕ ǫkR.
Wir wollen den Typ t der S1-Operation α als Element von Z/NZ definieren. Sei K das
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komplexe Determinantenbu¨ndel des stabilen Tangentialbu¨ndels und L die festgewa¨hlte N -
Struktur, d.h. ein komplexes Linienbu¨ndel mit LN = K. Betrachte die zu K und L geho¨ri-
gen S1-Prinzipalbu¨ndel P undQ. Auf Q operiert Z/NZ ⊂ S1, und der Quotient kann nach
Definition der N -Struktur mit P identifiziert werden. Es bezeichne π : Q → P diese N -
bla¨ttrige U¨berlagerung.
Da die S1 auf X vermo¨ge U -Diffeomorphismen operiert, induziert sie eine Bu¨ndelabbil-
dung S1 × P → P , (λ, p) 7→ det(Tα(λ))p. Betrachte fu¨r einen beliebigen Punkt p ∈ P
den geschlossenen Weg γ : S1 ∼= R/Z → P , λ 7→ det(Tα(λ))p, die Bahn von p unter
der S1-Operation. Fu¨r jedes q ∈ Q mit π(q) = p gibt es genau einen gelifteten Weg
γ′ : [0, 1] → Q mit π ◦ γ′ = γ und γ′(0) = q. Da π ◦ γ′(0) = π ◦ γ′(1) = p, gibt es ein
wohldefiniertes Element t ∈ Z/NZ ⊂ S1 mit tγ′(0) = γ′(1). Dieses Element t ∈ Z/NZ ist
offenbar eine lokalkonstante Funktion von q ∈ Q und, da X als zusammenha¨ngend voraus-
gesetzt ist, also auch das S1-Prinzipalbu¨ndel Q zusammenha¨ngend ist, somit unabha¨ngig
vom gewa¨hlten Bezugspunkt q. Damit ist die nachfolgende Definition sinnvoll:
Definition 1.3.1: Der Typ einer S1-Operation α : S1 × X → X auf einer zusam-
menha¨ngenden N -Mannigfaltigkeit X mit festgewa¨hlter N -Struktur ist das oben defi-
nierte Element t ∈ Z/NZ.
Der Typ t einer S1-Operation auf einer N -Mannigfaltigkeit ha¨ngt im allgemeinen von der
gewa¨hlten N -Struktur ab.
Beispiel: Die S1 mit ihren N verschiedenen N -Strukturen besitzt in Abha¨ngigkeit der
gewa¨hlten N -Struktur S1-Operationen beliebigen Typs.
Es wird sich zeigen, daß dies nicht der Fall ist, falls die S1-Operation Fixpunkte besitzt.
Wir identifizieren im folgenden die S1 mit den komplexen Zahlen λ = e2πiw, w ∈ R/Z,
vom Betrag 1. Die Fixpunktmenge XS
1
einer S1-Operation α auf einer kompakten dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit Xn ist eine disjunkte Vereinigung von kompakten dif-
ferenzierbaren Untermannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen. Sei Y ⊂ XS1 eine
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Fixpunktkomponente mit Normalenbu¨ndel ν und sei p ∈ Y . Respektiert α eine stabil
fastkomplexe Struktur, so wird der komplexe l := (n + k)/2 dimensionale Vektorraum
TpX ⊕ (ǫkR)p = TpY ⊕ νp ⊕ (ǫkR)p zu einem komplexen S1-Modul, der sich eindeutig in
Summanden Eip, i ∈ Z, zerlegt, wobei ein Element λ ∈ S1 auf Eip duch Multiplikation
mit λi operiert. Bezu¨glich einer Basis von Eigenvektoren operiert λ ∈ S1 auf dem stabilen
Tangentialraum vermo¨ge einer Diagonalmatrix diag(λm1 , λm2, . . . , λml). Dabei sind die als
Drehzahlen bezeichneten m1, m2, . . ., ml ganze Zahlen, und die Anzahl der Drehzahlen
mν mit mν = i ist die komplexe Dimension von E
i
p. Die Zerlegung von TpX ⊕ (ǫkR)p la¨ßt
sich zu einer Zerlegung von TX⊕ǫkR |Y in Eigenraumbu¨ndel Ei fortsetzen. Die Drehzahlen
m1, m2, . . ., ml ha¨ngen somit (bis auf die Reihenfolge) nur von der Fixpunktkomponente
Y ab. Das Eigenraumbu¨ndel E0 ist gerade das stabile Tangentialbu¨ndel TY ⊕ ǫkR von Y ,
insbesondere ist Y also selbst wieder stabil fastkomplex.
Satz 1.3.2: Sei Xn eine zusammenha¨ngende N -Mannigfaltigkeit mit S
1-Operation α.
Falls [Xn] 6= 0 in ΩU,N∗ ⊗ Q, d.h. nicht alle Chernzahlen verschwinden, ist der Typ der
S1-Operation unabha¨ngig von der gewa¨hlten N -Struktur. Er ist gerade die Restklasse
modulo N der Summe der Drehzahlen einer beliebigen Fixpunktkomponente.
Beweis: Die Fixpunktmenge XS
1
ist nicht leer, da sonst alle Chernzahlen verschwinden
wu¨rden (vgl. [25], S. 15).
Fu¨r einen festen Punkt p ∈ XS1 operiert die Kreislinie auf dem stabilen Tangential-
raum TpX ⊕ (ǫkR)p vermo¨ge der Diagonalmatrix diag(λm1 , λm2 , . . . , λml), wobei die mν
die Drehzahlen sind. Auf dem Vektorraum Kp = det(TX ⊕ ǫkR)p, der Faser des Deter-
minantenbu¨ndels K im Punkt p, operiert λ ∈ S1 dann vermo¨ge der Multiplikation mit
det(diag(λm1 , λm2, . . . , λml)) = λm1+m2+···+ml . Sei P das S1-Prinzipalbu¨ndel zum Deter-
minantenbu¨ndel K. Unabha¨ngig von der gewa¨hlten N -Struktur (Q, π) ist die die N -
Struktur definierende N -fache U¨berlagerung π : Q→ P u¨ber dem Punkt p ∈ X isomorph
zur N -fachen U¨berlagerung λN : S
1 → S1, µ 7→ µN . Die Bahn eines Punktes z ∈ Pp
unter der S1-Operation ist der Weg γ : [0, 1] → Pp, w 7→ e2πi(m1+m2+···+ml)w · z. Er lif-
tet zu einem Weg γ′ : [0, 1] → Qp, w 7→ e2πi 1N (m1+m2+···+ml)w · z′, wobei z′ ∈ Qp ein
beliebiger Punkt mit π(z′) = z ist. Also gilt γ′(1) = e2πi
1
N
(m1+m2+···+ml)γ′(0), d.h. der
Typ der S1-Operation α ist nach Definition t ≡ m1 + m2 + · · · + ml (mod N).
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Unter den Voraussetzungen des Satzes ist der Typ t daher einerseits unabha¨ngig von
der gewa¨hlten N -Struktur, andererseits ha¨ngt die Restklasse modulo N der Summe der
Drehzahlen nicht von der gewa¨hlten Fixpunktkomponente ab.
Ist α : S1 × X → X , (λ, x) 7→ α(λ)x eine S1-Operation vom Typ t, so ist fu¨r k ∈ Z
die S1-Operation αk : S1 × X → X , (λ, x) 7→ α(λk)x vom Typ kt. La¨ßt daher eine zu-
sammenha¨ngende N -Mannigfaltigkeit eine effektive S1-Operation vom Typ t zu, so la¨ßt
sie auch eine vom Typ s fu¨r alle s in der von t erzeugten zyklischen Untergruppe 〈t〉
von Z/NZ zu, insbesondere also eine nichttriviale S1-Operation vom Typ 0. Ist α ei-
ne S1-Operation vom Typ t auf X und β eine S1-Operation vom Typ s auf Y , so ist
α × β : S1 × X × Y → X × Y , (λ, x, y) 7→ (α(λ)x, β(λ)y) eine S1-Operation vom Typ
t + s.
Man ko¨nnte nun versuchen, die unbeschra¨nkten Bordismusgruppen ΩU,N∗ (S˜1) von S
1-
Operationen auf N -Mannigfaltigkeiten zu untersuchen (d.h. die Objekte sind N -Mannig-
faltigkeiten mit einer die U -Struktur respektierenden S1-Operation, deren Isotropiegrup-
pen beliebige Untergruppen der S1 sein du¨rfen (vgl. [6, 11]). Es besteht die Zerlegung
ΩU,N∗ (S˜1) =
⊕
t∈Z/NZ
ΩU,N,t∗ (S˜1)
bzgl. des Typs der S1-Operation. Aufgrund obiger Bemerkungen ist ΩU,N,∗∗ (S˜
1) eine
N × Z/NZ bigraduierte Algebra u¨ber ΩU,N∗ (bzgl. des ersten Grades (reelle Dimension)
graduiert kommutativ und bzgl. zweiten Grades (Typ der S1-Operation) kommutativ). In
dieser Allgemeinheit werden wir die Kobordismusgruppen nicht weiter untersuchen (auch
nicht u¨ber Q), sondern uns in der Diplomarbeit dem folgenden Problem zuwenden: Sei
ǫt : Ω
U,N,t
∗ (S˜1)→ ΩU,N∗ , [X,α] 7→ [X ] die Augmentation (Vergessen der S1-Operation), ein
ΩU,N∗ -Modulhomomorphismus. Die Einschra¨nkung von ǫt⊗Q auf effΩU,N,t∗ (S˜1)⊗Q, den ra-
tionalen Kobordismusgruppen von N -Mannigfaltigkeiten mit effektiver S1-Operation vom
Typ t, liefert die Ideale IN,t∗ := Bild(ǫt ⊗ Q | effΩU,N,t∗ (S˜1)⊗Q) von ΩU,N∗ ⊗ Q. Die Berech-
nung dieser Ideale wird der Gegenstand der weiteren Betrachtungen sein. Wir verwenden
im folgenden aber die einfachere
Definition 1.3.3: Bezeichne mit IN∗ das Ideal in Ω
U,N
∗ ⊗Q, das von zusammenha¨ngen-
den N -Mannigfaltigkeiten X mit effektiver S1-Operation erzeugt wird. Bezeichne mit IN,t∗ ,
t ∈ Z/NZ, das Ideal in ΩU,N∗ ⊗ Q, das von zusammenha¨ngenden N -Mannigfaltigkeiten
mit effektiver S1-Operation vom Typ t erzeugt wird.
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Ist [X ] 6= 0 in ΩU,N∗ ⊗ Q, so ist wegen Satz 1.3.2 der Typ unabha¨ngig von der gewa¨hl-
ten N -Struktur. Daher muß man bei der Untersuchung von IN∗ und I
N,t
∗ auf X keine
bestimmte N -Struktur festlegen.
Nicht jede N -Mannigfaltigkeit X mit [X ] ∈ IN∗ (IN,t∗ ) la¨ßt eine effektive S1-Operation
(vom Typ t) zu, sondern dies bedeutet nur, daß man eine N -Mannigfaltigkeit Y (evtl. aus
mehreren Komponenten bestehend) mit effektiver S1-Operation (vom Typ t) finden kann,
so daß [mX ] = [Y ] fu¨r eine natu¨rliche Zahl m gilt.
Es ist IN∗ = I
N,0
∗ , denn la¨ßt X eine effektive S
1-Operation α vom Typ t zu, so ist αN ei-
ne effektive S1-Operation vom Typ 0. Die umgekehrte Inklusion gilt nach Definition. Da
IN,t∗ = I
N,ggT(t,N)
∗ (vgl. Bemerkung weiter oben), werden wir im folgenden nur die Ideale
IN,t∗ fu¨r echte Teiler von N betrachten. Fu¨r t | s gilt IN,t∗ ⊂ IN,s∗ ⊂ IN,0∗ = IN∗ .
Außer N -Mannigfaltigkeiten mit S1-Operationen werden wir komplex projektive Bu¨ndel
untersuchen. Fu¨r kobordimustheoretische Betrachtungen ist die Klasse der projektiven
Bu¨ndel fu¨r uns allerdings etwas zu klein, so daß wir die allgemeinere Klasse von getwistet-
projektiven Bu¨ndeln betrachten werden.
Seien E und F komplexe Vektorbu¨ndel vom Rang p und q u¨ber einer U -Mannigfaltigkeit
B. Die U -Struktur von B und die komplexe Struktur von E ⊕ F liefern die U -Struktur
σ∗(E⊕F )⊕σ∗TB auf E⊕F σ−→B, sowie — nach Wahl einer Hermiteschen Metrik — auf
dem Scheibenbu¨ndel D(E⊕F ) und dem Spha¨renbu¨ndel S(E⊕F ) = ∂D(E⊕F ). Betrach-
te auf E⊕F die S1-Operation α : S1×E⊕F → E⊕F , α(λ, (p, ep, fp)) = (p, λep, λ−1fp).
Diese S1-Operation ist eingeschra¨nkt auf S(E ⊕ F ) frei und respektiert die U -Struktur.
Der Quotient S(E ⊕ F )/α ist als differenzierbare Mannigfaltigkeit das komplex projek-
tive Bu¨ndel CP(E ⊕ F ), wobei F das zu F konjugierte komplexe Bu¨ndel sei. U¨ber dem
komplex projektiven Bu¨ndel CP(E⊕F ) haben wir die folgende Sequenz komplexer Vek-
torbu¨ndel :
0 −→ S −→ π∗(E ⊕ F ) −→ Q −→ 0y
CP(E ⊕ F )yπ σ E ⊕ F
B .
(1.2)
Dabei sind S das tautologische Linienbu¨ndel und Q das Quotientenbu¨ndel. Das Bu¨ndel
CP∆(E⊕F ) entlang der Fasern zu CP(E⊕F ) π−→B ist isomorph Q⊗S∗. Aufgrund (1.2)
folgt CP∆(E ⊕ F )⊕ ǫ1C ∼= Q⊗ S∗ ⊕ S ⊗ S∗ ∼= S∗ ⊗ π∗E ⊕ S∗ ⊗ π∗F .
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Definition 1.3.4: Das getwistet-projektive Bu¨ndel C˜P(E ⊕ F ) zu zwei komplexen Vek-
torbu¨ndeln E und F u¨ber einer U -Mannigfaltigkeit B ist als differenzierbare Mannigfal-
tigkeit das Bu¨ndel CP(E ⊕ F ), versehen mit der stabil fast komplexen Struktur
T C˜P(E ⊕ F ) := S∗ ⊗ π∗E ⊕ S∗ ⊗ π∗F ⊕ π∗TB.(1.3)
Die durch die
”
getwistet“ stabil fastkomplexe Struktur induzierte Orientierung von
C˜P(E ⊕ F ) ist (−1)q mal die gewo¨hnliche Orientierung von CP(E ⊕ F ). Den getwistet-
projektiven Raum C˜P(Cp,Cq) fu¨r die Vektorbu¨ndel E = Cp, F = Cq u¨ber einem
Punkt bezeichnen wir mit C˜Pp,q. Auf C˜Pp,q operiert die Untergruppe U(p) × U(q) ⊂
U(p + q) vermo¨ge U -Diffeomorphismen. Reduziert man die Strukturgruppe des Vek-
torbu¨ndels E ⊕ F u¨ber B zu U(p) × U(q), so ist C˜P(E ⊕ F ) gerade das U -Faserbu¨ndel
B ×U(p)×U(q) C˜Pp,q.
Der Kohomologiering von C˜P(E ⊕ F ) ist der von CP(E ⊕ F ):
H∗(C˜P(E ⊕ F ),Z) ∼= H∗(B,Z)[t]/〈tp+q + c1(E ⊕ F )tp+q−1 + · · ·+ cp+q(E ⊕ F )〉,(1.4)
wobei t = c1(S
∗) die erste Chernklasse des dualen Bu¨ndels des tautologischen Linien-
bu¨ndels S ist. Fu¨r die erste Chernklasse von C˜P(E ⊕ F ) erha¨lt man aufgrund von (1.3)
und (1.4)
c1(C˜P(E ⊕ F )) = c1(B) + c1(E) + c1(F ) + (rgE − rgF )t.(1.5)
Die U -Mannigfaltigkeit C˜P(E ⊕ F ) ist also genau dann eine N -Mannigfaltigkeit, wenn
N | c1(B) + c1(E) + c1(F ) und rgE ≡ rg(F ) (mod N) gilt.
Das durch α gegebene S1-Bu¨ndel S(E⊕F ) u¨ber C˜P(E⊕F ) hat die erste Chernklasse −t.
Ist f eine dieses S1-Prinzipalbu¨ndel klassifizierende Abbildung, so definiert [C˜P(E⊕F ), f ]
ein Element in ΩU∗ (CP∞). Die Bordismusgruppe Ω
U
∗ (CP∞) ist als Ω
U
∗ -Modul isomorph zu
ΩU∗+1(Frei), der Bordismusgruppe von U -Mannigfaltigkeit mit freier die U -Struktur respek-
tierenden S1-Operationen. Die stabil fastkomplexe Struktur auf C˜P(E⊕F ) wurde gera-
de so gewa¨hlt, daß [C˜P(E ⊕ F ), f ] unter obigem Isomorphismus der S1-Mannigfaltigkeit
[S(E ⊕ F ), α] entspricht (vgl. [19], § 3).
Definition 1.3.5: Bezeichne mit JN∗ das Ideal von Ω
U,N
∗ ⊗Q, das von getwistet-projektiven
Bu¨ndeln C˜P(E ⊕ F ) erzeugt wird, bei denen der Totalraum und damit die Faser N -
Mannigfaltigkeiten sind.
Bemerkung: Wir ha¨tten auch das Ideal J˜N∗ betrachten ko¨nnen, das von getwistet-
projektiven Bu¨ndeln erzeugt wird, bei denen nur die Faser eine N -Mannigfaltigkeit ist. In
Kapitel 2 wird JN∗ = KerϕN und J
N
∗ ⊂ J˜N∗ ⊂ KerϕN gezeigt, so daß JN∗ = J˜N∗ folgt.
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Fu¨r SU -Mannigfaltigkeiten kann man zu 1.3.3 und 1.3.5 analoge Definitionen treffen.
Eine SU -Mannigfaltigkeit X ist eine N -Mannigfaltigkeit fu¨r alle N . Gilt [X ] 6= 0 in
ΩSU∗ ⊗Q, so ist der Typ t ∈ Z/NZ einer S1-Operation auf einer zusammenha¨ngenden
Mannigfaltigkeit X — aufgefaßt als N -Mannigfaltigkeit — nach Satz 1.3.2 die Restklasse
modulo N der Summe der Drehzahlen einer Fixpunktkomponente. Da N beliebig gewa¨hlt
werden kann, ist die Summe der Drehzahlen fu¨r alle Fixpunktkomponenten die gleiche.
Diese ganze Zahl t sei der Typ der S1-Operation auf einer SU -Mannigfaltigkeit X , mit
[X ] 6= 0 in ΩSU∗ ⊗Q. Analog zu Def. 1.3.3 seien die Ideale ISU∗ und ISU,t∗ , t ∈ Z definiert.
Es gelten die Beziehungen ISU,t∗ ⊂ ISU,s∗ fu¨r t | s, s 6= 0, (S1-Operation α durch αs/t erset-
zen) sowie ISU,t∗ ⊂ ISU∗ , t ∈ Z. Die Inklusion ISU∗ ⊂ ISU,0∗ ist im Gegensatz zu der analogen
bei N -Mannigfaltigkeiten nicht ohne weiteres ersichtlich.
Das Ideal JSU∗ von Ω
SU
∗ ⊗Q sei von getwistet-projektiven Bu¨ndeln C˜P(E ⊕ F ) erzeugt,
bei denen Totalraum und Faser SU -Mannigfaltigkeiten sind. Fu¨r J˜SU∗ gilt eine zu J˜
N
∗
analoge Bemerkung. Wegen Lemma 1.4.8 aus dem na¨chsten Abschnitt haben wir bei der
Definition von JSU∗ nicht gefordert, daß auch die Basis eine SU -Mannigfaltigkeit sein muß.
Da die rationale SU -(N -)Kobordismusklasse einer SU -(N -)Mannigfaltigkeit durch ihre
Chernzahlen bestimmt ist, ko¨nnen wir ΩSU∗ ⊗Q als Unterring von ΩU,N∗ ⊗Q auffassen. In
ΩU,N∗ ⊗Q gelten dann die Inklusionen 〈ISU∗ 〉 ⊂ IN∗ , 〈ISU,t∗ 〉 ⊂ IN,t mod N∗ und 〈JSU∗ 〉 ⊂ JN∗ .
Einen ersten Zusammenhang zwischen getwistet-projektiven Bu¨ndeln und S1-Operationen
liefert
Satz 1.3.6: Sei E ein komplexes Vektorbu¨ndel u¨ber einer U -Mannigfaltigkeit B, das
als direkten Summanden ein Geradenbu¨ndel abspaltet, sei F ein beliebiges komple-
xes Vektorbu¨ndel u¨ber B. Falls das getwistet projektive Bu¨ndel C˜P(E ⊕ F ) eine N -
Mannigfaltigkeit bzw. SU -Mannigfaltigkeit ist, la¨ßt es S1-Operationen von beliebigem
Typ t zu.
Beweis: Die Vektorbu¨ndel E und F mo¨gen den Rang p und q besitzen, wobei E = L⊕K
mit einem Geradenbu¨ndel L. Betrachte die S1-Operation ψ˜ auf dem Spha¨renbu¨ndel
S(E ⊕ F ):
ψ˜ : S1 × S(L⊕K ⊕ F )→ S(L⊕K ⊕ F ). (µ, (p, lp, kp, fp)) 7→ (p, µt · lp, kp, fp)
Sie kommutiert mit der S1-Operation α : S1 × S(L⊕K ⊕ F )→ S(L⊕K ⊕ F ),
(λ, (p, lp, kp, fp)) 7→ (p, λ · lp, λ · kp, λ−1 · fp), definiert daher eine S1-Operation ψ auf
C˜P(E ⊕ F ), die die stabil fastkomplexe Struktur T C˜P(E ⊕ F ) ∼= π∗L ⊗ S∗ ⊕ π∗K ⊗
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S∗ ⊕ π∗F ⊗ S∗ ⊕ π∗TB respektiert. Die S1-Operation ψ besitzt die Fixpunktmengen
C˜P(K ⊕ F ) und CP(L) ∼= B mit den komplexen Normalenbu¨ndeln π∗L ⊗ S∗ |
C˜P(K⊕F )
und π∗K ⊗ S∗ ⊕ π∗F ⊗ S∗ |
C˜P(L)
. Die jeweiligen Drehzahlen lauten (betrachte eine Fa-
ser C˜Pp,q) t fu¨r den C˜P(K ⊕ F ) sowie (p− 1) mal (−t) und q mal t fu¨r den CP(L). Ist
C˜P(E⊕F ) eine N -Mannigfaltigkeit bzw. SU -Mannigfaltigkeit, so gilt nach (1.5) N | p−q
bzw. p = q. Fu¨r den Typ der S1-Operation ψ erha¨lt man also t ≡ (p − 1) · (−t) + q · t
(mod p− q) bzw. t = (p− 1) · (−t) + q · t, falls p = q.
In Kapitel 2 werden wir die in diesem Abschnitt definierten Ideale als Ideale in den komple-
xen Kobordismusringen ΩU,N∗ ⊗C und ΩSU∗ ⊗C auffassen, ohne dies in den Bezeichnungen
besonders zu vermerken.
1.4 Konstruktion einer speziellen Basisfolge
In diesem Abschnitt wird eine spezielle Basisfolge W1, W2, W3, . . . von Ω
U
∗ ⊗ Q kon-
struiert. Dabei sind W2, W3, W4, . . . SU -Mannigfaltigkeiten, und es liegen W3 und W4
in ISU∗ (und damit in I
N
∗ ) und W5, W6, . . . in J
SU
∗ , I
SU,t
∗ (und damit in I
SU
∗ , J
N
∗ , I
N,t
∗ ).
1
Außerdem betrachten wir noch die N -Mannigfaltigkeiten CPN−1 und C˜PN+1,1.
Vorbemerkung: Ab diesem Abschnitt (bis auf den Beweis von Lemma 1.4.4) bedeutet der
Index n bei einer N - (U -, SU - )Mannigfaltigkeit Xn die komplexe Dimension der Mannig-
faltigkeit (falls es eine wa¨re), also die halbe reelle Dimension. Da wir nur die rationalen
Kobordismusringe betrachten (ΩU,N∗ ⊗ Q, ΩU∗ ⊗ Q und ΩSU∗ ⊗Q), und diese von reell
gerade dimensionalen Mannigfaltigkeiten erzeugt werden, kann ohne Einschra¨nkung die
komplexe Dimension als ganz vorausgesetzt werden.
Wir stellen zu Beginn einige Ergebnisse zusammen, die wir in diesem Abschnitt dann
ohne weitere Erwa¨hnung verwenden werden.
Der n-dimensionale komplex projektive Raum CPn besitzt den Kohomologiering
H∗(CPn,Z) ∼= Z[g]/〈gn+1〉. Hierbei sei der Erzeuger g ∈ H2(CPn,Z) ∼= Z stets die
Poincare´-duale Kohomologieklasse eines Hyperebenenschnittes, der durch die komplexe
Struktur ebenso wie der CPn selbst kanonisch orientiert ist. Ist H eine glatte Hyperfla¨che
vom Grad d im CPn, z.B. H = {(z0 : . . . : zn) | zd0 + · · ·+ zdn = 0}, so hat das komplexe
Normalenbu¨ndel ν von H im CPn die Chernklasse c(ν) = 1+d ·i∗(g), wobei i : H → CPn
1Genauer mu¨ßte es heißen: Die rationale Kobordismusklasse [Wi] von Wi liegt in den
jeweiligen Idealen.
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die Inklusionsabbildung bezeichne. Die totale Chernklasse von H lautet daher
c(H) = i∗((1 + g)n+1 · (1 + d g)−1).
Ist u ∈ H2n−2(CPn,Z) eine Kohomologieklasse vom Grad 2n− 2, so gilt (vgl. [22], S. 37
f.)
i∗(u)[H ] = i∗(1) · u[CPn] = d · g · u[CPn].
Die Milnorzahlen von 1- bis 4-dimensionalen U -Mannigfaltigkeiten sind die folgenden
Linearkombinationen von Chernzahlen (vgl. [35], S. 188 f.):
s(X1) = c1, s(X2) = c
2
1 − 2c2, s(X3) = c31 − 3c1c2 + 3c3,
s(X4) = c
4
1 − 4c21c2 + 2c22 + 4c1c3 − 4c4.
Das χy-Geschlecht einer U -Mannigfaltigkeit ist ein Polynom in y mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, da der U -Kobordismusring u¨ber Z von algebraischen Mannigfaltigkeiten erzeugt
wird (vgl. [24]). Fu¨r 2- bis 4-dimensionale U -Mannigfaltigkeiten gelten die folgenden For-
meln:
χy(X2) =
1
12
(1 + y)2c21 +
1
12
(1− 10y + y2)c2
χy(X3) =
1
24
(1 + y − y2 − y3)c1c2 + 1
2
(y2 − y)c3,
χy(X4) = − 1
720
(1 + y)4c41 +
1
180
(1 + y)4c21c2 +
1
720
(1− 56y − 114y2 − 56y3 + y4)c1c3
+
1
240
(1 + y)4c22 −
1
720
(1 + 124− 474y2 + 124y3 + y4)c4.
Die Signatur erha¨lt man aus dem χy-Geschlecht fu¨r y = 1, das Aˆ-Geschlecht von SU -
Mannigfaltigkeiten fu¨r y = 0.
Definiere die U -Mannigfaltigkeit W1 als den CP1. Fu¨r die totale Chernklasse von W1 gilt
c1(W1) = (1 + g)
2 = 1 + 2g, falls g der Erzeuger von H∗(W1,Z) ist.
Wir halten fest:
Lemma 1.4.1: Die Chernzahlen der U -Mannigfaltigkeit W1 lauten
c1[W1] = 2.
Die Milnorzahl von W1 ist s(W1) = 2.
Die U -Kobordismusklasse von W1 ist bis auf ein Vorzeichen dadurch ausgezeichnet, daß
[W1] einer der beiden Erzeuger des Z-Moduls Ω
U
2
∼= Z ist.
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Eine glatte Hyperfla¨che vom Grad 4 im CP3 — eine sogenannte K3-Fla¨che — sei die
Basismannigfaltigkeit W2. Die totale Chernklasse von W2 ist
c(W2) = i
∗((1 + g)4/(1 + 4g)) = i∗(1 + 6g2),
wobei i die Inklusionsabbildung vonW2 nachCP3 ist und g der Erzeuger vonH
∗(CP3,Z).
Damit erhalten wir
Lemma 1.4.2: Die Chernzahlen der SU -Mannigfaltigkeit W2 lauten
c21[W2] = 0, c2[W2] = 24.
Die Milnorzahl von W2 ist s(W2) = −48.
Die SU -Kobordismusklasse [W2] ist als einer der beiden Erzeuger von Ω
SU
4
∼= Z ausge-
zeichnet: Fu¨r die Signatur von [X2] ∈ ΩSU4 gilt sign(X2) = −23c2[X2]. Da die Signatur
einer 4-dimensionalen Spin-Mannigfaltigkeit nach dem Satz von Rohlin (vgl. [1]) durch 16
teilbar ist, und eine SU -Mannigfaltigkeit eine Spin-Mannigfaltigkeit ist, folgt 24 | c2[X2].
Die Basismannigfaltigkeit W3 sei der homogene Raum G2/SU(3) ∼= S6. Er la¨ßt eine ho-
mogen fastkomplexe Struktur auf dem Tangentialbu¨ndel zu (s. [5] Teil I, S. 500). Da
G2 eine Liegruppe vom Rang 2 ist, la¨ßt W3 auch effektive S
1-Operationen zu. Wegen
H2(S6,Z) = H4(S6,Z) = 0 ist c3 die einzige nichtverschwindende Chernklasse von W3
bzgl. dieser fastkomplexen Struktur. Die ho¨chste Chernklasse einer fastkomplexen Struk-
tur auf dem Tangentialbu¨ndel einer Mannigfaltigkeit ist aber gerade die Eulerklasse. Es
gilt daher
Lemma 1.4.3: Die Chernzahlen von W3 lauten
c31[W3] = 0, c1c2[W3] = 0, c3[W3] = 2.
Die Milnorzahl von W3 ist s(W3) = 6. Die SU -Mannigfaltigkeit W3 ist in I
SU
∗ (und damit
in IN∗ ) enthalten.
Auch [W3] ∈ ΩSU6 ist wieder bis auf das Vorzeichen ausgezeichnet, denn ΩSU6 ∼= Z, und
aus [X3] ∈ ΩSU6 folgt χy(X3) = −y+y
2
2
c3[X3], d.h. 2 | c3[X3].
Lemma 1.4.4: Es existiert ein Element [W4] ∈ ΩSU∗ ⊗Q mit den folgenden Eigenschaf-
ten: Die Chernzahlen von [W4] lauten
c41[W4] = 0, c
2
1c2[W4] = 0, c
2
2[W4] = 2, c1c3[W4] = 0, c4[W4] = 6.
Die Milnorzahl von [W4] ist s(W4) = −20, und [W4] ist in ISU∗ (und damit in IN∗ ) enthal-
ten.
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Obwohl nicht sicher ist, daß es eine Mannigfaltigkeit W4 mit den verlangten Eigenschaf-
ten gibt (es gibt Probleme mit der 2-Torsion, s. Beweis), werden wir
”
so tun als ob“, da
in unseren Betrachtungen nur die rationale Kobordismusklasse eine Rolle spielt. Die Nor-
mierung der Chernzahlen wurde gerade so gewa¨hlt, daß jedes Element [X4] ∈ ΩSU8 mit
[X4] ∈ ISU∗ sicher ein ganzzahliges Vielfaches von [W4] ist: Nach Satz 2.4.7 verschwindet
das Aˆ-Geschlecht von X4, woraus c4 = 3c
2
2 und damit sign(X4) = c
2
2 fu¨r die Signatur folgt.
Nach [11], S. 70 (19.5) ist die Signatur einer komplex 4-dimensionalen SU -Mannigfaltigkeit
gerade. Mit einem k ∈ Z gilt also c22 = 2k, c4 = 6k, d.h. [X4] = k · [W4]. Es gibt auch
SU -Mannigfaltigkeiten mit den Chernzahlen von [W4], z.B. die Quadrik im CP5 mit ei-
ner geeigneten stabil fastkomplexen Struktur, nur ist nicht klar, ob eine diese Struktur
respektierende S1-Operation existiert.
Beweis von Lemma 1.4.4:Wir werden W4 mit Hilfe a¨quivarianter Kobordismustheorie
konstruieren, wozu wir die folgenden geometrischen U¨berlegungen beno¨tigen:
SeiX eine U -Mannigfaltigkeit mit semifreier die U -Struktur respektierender S1-Operation.
Seien Fj die Fixpunktkomponenten und v(Fj) = v
+
j ⊕v−j die zugeho¨rigen Normalenbu¨ndel,
wobei λ ∈ S1 ⊂ C∗ auf den komplexen Bu¨ndeln v+j und v−j durch Multiplikation mit λ
bzw. λ−1 operiere. Die S1 operiert dann auf dem mit der induzierten U -Struktur versehe-
nen Scheibenbu¨ndel D(v+j ⊕v−j ) und frei auf dem Spha¨renbu¨ndel S(v+i ⊕v−i ). Der Quotient
S(v+j ⊕ v−j )/S1 ist das getwistet projektive Bu¨ndel C˜P(v+j ⊕ v−j ) (s. Abschnitt 1.3), das
zusammen mit der klassifizierenden Abbildung fj des S
1-Bu¨ndels S(v+j ⊕v−j ) das Element
[C˜P(v+j ⊕ v−j ), fj ] in ΩU∗ (CP∞) ergibt. Da
⋃
j S(v
+
j ⊕ v−j ) von einer U -Mannigfaltigkeit
mit freier S1-Operation berandet wird, na¨mlich dem Komplement der Scheibenbu¨ndel⋃
j D(v
+
j ⊕ v−j ) in X , gilt wegen des Isomorphismuses ΩU∗+1(Frei) ∼= ΩU∗ (CP∞) die Bezie-
hung ∑
j
[C˜P(v+j ⊕ v−j ), fj ] = 0 in ΩU∗ (CP∞).(1.6)
Gibt man sich umgekehrt U -Mannigfaltigkeiten Fj und komplexe Vektorbu¨ndel v
+
j , v
−
j
vor, so ist (1.6) hinreichend dafu¨r, daß sich die Vereinigung der Scheibenbu¨ndel D(v+j ⊕v−j )
zu einer geschlossenen U -Mannigfaltigkeit X vervollsta¨ndigen la¨ßt, die eine mit der U -
Struktur kompatible semifreie S1-Operation mit Fixpunktkomponenten Fj und vorgege-
bener Operation in den Normalenbu¨ndeln besitzt. Auf diese Weise werden wir nun die
Basismannigfaltigkeit W4 konstruieren.
Dazu wa¨hlen wir als 4-dimensionale Fixpunktkomponente F1 den CP2 mit dem Nor-
malenbu¨ndel v(F1) = v
+
1 ⊕ v−1 = L1 ⊕ L2, wobei L1 und L2 komplexe Geradenbu¨ndel
25
mit den Chernklassen c1(L1) = −g und c1(L2) = −2g seien und g der Erzeuger von
H∗(CP2,Z) ist. Weiterhin verwenden wir 3mal eine 0-dimensionale Fixpunktkomponen-
te F2 mit Normalenbu¨ndel v2 = v
+
2 ⊕ v−2 , wobei v+2 = v−2 = C2. Wegen (1.5) sind die
getwistet projektiven Bu¨ndel C˜P(v+j ⊕ v−j ), j = 1, 2 SU -Mannigfaltigkeiten, so daß die
Summe
[C˜P(L1 ⊕ L2), f1] + 3 · [C˜P(C2 ⊕C2), f2](1.7)
ein Element von ΩSU6 (CP∞) definiert (auf jeder Komponente dabei eine SU -Struktur
wa¨hlen).
Ein Element [X, f ] ⊗ 1 ∈ ΩSU6 (CP∞) ⊗ Q ist genau dann Null, wenn die verallgemei-
nerten Chernzahlen c3[X ], c2d[X ] und d
3[X ] verschwinden, wobei d = f ∗(g) ein nach
H2(X,Z) zuru¨ckgeholter Erzeuger von H∗(CP∞,Z) ∼= Z[g] und c2, c3 die Chernklassen
der SU -Mannigfaltigkeit X seien (vgl. [12], S. 25). In diesem Falle ist [X, f ] ∈ ΩSU6 (CP∞)
ein Torsionselement, d.h. es existiert ein n ∈ N, so daß n · [X, f ] = 0. Schaut man sich
die Atiyah-Hirzebruch Spektralsequenz zu ΩSU6 (CP∞) an, sieht man, daß nur 2-Torsion
vorkommen kann.
Berechnen wir nun die verallgemeinerten Chernzahlen von (1.7):
Man hat H∗(C˜P(L1 ⊕ L2),Z) ∼= Z[g, t]/〈g3, t2 + c1(L1 ⊕ L2)t + c2(L1 ⊕ L2)〉 fu¨r die
Kohomologie von C˜P(L1 ⊕ L2), also t2 = −(−g + 2g)t − (−g)(2g) = −gt + 2g2. Da-
mit folgt fu¨r die Chernklasse c(C˜P(L1 ⊕ L2)) = (1 + g)3(1 − g + t)(1 − 2g − t) =
(1 + 3g + 3g2)(1 − 3g) = 1 − 6g2. Da f1 : C˜P(L1 ⊕ L2) → CP∞ das Spha¨renbu¨ndel
klassifiziert, gilt d = f ∗1 (g) = −t. Somit ergibt sich fu¨r die verallgemeinerten Chernzahlen
(beachte [C˜P(L1 ⊕ L2)] = (−1) · [CP(L1 ⊕ L2)]):
c3[C˜P(L1 ⊕ L2)] = 0, c2d[C˜P(L1 ⊕ L2)] = −6, d3[C˜P(L1 ⊕ L2)] = 3.(1.8)
Fu¨r den C˜P(C2⊕C2) = C˜P2,2 giltH∗(C˜P2,2,Z) = Z[t]/〈t4〉, c(C˜P2,2) = (1+t)2(1−t)2 =
1 − 2t2, d = f ∗2 (g) = −t und [C˜P2,2] = [CP3]. Die verallgemeinerten Chernzahlen lauten
also
c3[C˜P2,2] = 0, c2d[C˜P2,2] = 2, d
3[C˜P2,2] = −1.(1.9)
Aus (1.8) und (1.9) folgt das Verschwinden der verallgmeinerten Chernzahlen von (1.7).
Es gibt also eine singula¨re SU -Mannigfaltigkeit g : X7 → CP∞ mit Rand, so daß
∂(X7, g) = n · ((C˜P(L1 ⊕ L2), f1) ∪ 3 · (C˜P(C2 ⊕C2), f2)).
Der Isomorphismus Θ : ΩU∗ (CP∞)→ ΩU∗+1(Frei) ist durch die folgende Konstruktion gege-
ben: Man ordnet einer singula¨ren Mannigfaltigkeit f : X → CP∞ das durch f induzierte
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S1-Prinzipalbu¨ndel P
π−→X zu, wobei P mit der der U -Struktur
TP = π∗TX ⊕ π∗γ(1.10)
versehen wird. Hierbei ist γ das zu P assoziierte Geradenbu¨ndel, so daß π∗γ ein trivia-
les Bu¨ndel ist. Mit Hilfe dieser Konstruktion erha¨lt man zu [X7, g] eine 8-dimensionale
U -Mannigfaltigkeit X8 mit freier S
1-Operation und dem Rand
∂X8 = n · (S(L1 ⊕ L2) ∪ 3 · S(C2 ⊕C2)).
Da wegen (1.10) c1(X8) = π
∗c1(X7) = 0 ist, la¨ßt X8 ebenso wie die Scheibenbu¨ndel
D(L1 ⊕ L2) und D(C2 ⊕ C2) eine SU -Struktur zu. Diese stimmen auf dem Rand ∂X8
u¨berein: Das Hindernis gegen eine Liftung einer Abbildung f : X → BU bezu¨glich
der Faserung BSU → BU ist die zuru¨ckgeholte erste Chernklasse f ∗c1, und die
Menge der Faserhomotopieklassen von Liftungen wird durch die Menge [X,ΩBS1] ∼=
H1(X,Z) beschrieben. Nun ist H1(∂X8,Z) = 0, da die Komponenten von ∂X8 aus S
3-
bzw. S7-Bu¨ndeln mit einfach zusammenha¨ngender Basis bestehen. Die Mannigfaltigkeit-
en n · (D(L1 ⊕ L2) ∪ 3 ·D(C2 ⊕C2)) und X8 lassen sich also entlang des Randes zu einer
geschlossenen SU -Mannigfaltigkeit W ′4 = n · (D(L1 ⊕ L2) ∪ 3 · D(C2 ⊕C2)) ∪∂X8 (−X8)
mit effektiver die U -Struktur respektierender semifreier S1-Operation zusammenkleben.
Der Typ t dieser S1-Operation ist als Summe der Drehzahlen einer Fixpunktkomponente
t = 2− 2 = 1− 1 = 0. Wir setzen [W4] = 1n [W ′4].
Es bleiben noch die Chernzahlen von [W4] zu berechnen.
2 Die Involution T ∈ S1 hat wie
die S1-Operation auf W ′4 als Fixpunktkomponenten n Kopien von CP2 und 3n isolier-
te Fixpunkte. Aufgrund der Starrheit der Signatur bei S1-Operation und nach [20] gilt
sign(W ′4) = sign(T,W
′
4) = sign(W
′T
4 ◦W ′T4 ). Fu¨r die Signatur des SelbstschnittesW ′T4 ◦W ′T4
der Fixpunktmenge W ′T4 liefern nur die CP2 einen Beitrag. Er ist gerade die Eulerzahl
des Normalenbu¨ndels: sign(W ′T4 ◦W ′T4 ) = n · e(L1 ⊕ L2)[CP2] = 2n · g2[CP2] = 2n. Nach
Satz 2.4.7 ist Aˆ(W ′4) = 0. Da c
2
2 und c4 die einzigen von Null verschiedenen Chernzah-
len sind, gilt sign(W4) =
1
45
(14c4 + 3c
2
2) = 2, Aˆ(W4) =
1
45·128(−8c4 + 24c22) = 0 und somit
c22[W4] = 2, c4[W4] = 6 sowie s(W4) = −20 fu¨r die Milnorzahl.
Die weiteren BasismannigfaltigkeitenW5,W6, . . .werden getwistet-projektive Bu¨ndel sein.
Dazu beno¨tigen wir zwei Lemmata u¨ber die Milnorzahlen von solchen Bu¨ndeln u¨ber einer
2- oder 3-dimensionalen komplexen Basis.
2Die Chernzahlen lassen sich auch direkt aus der Gleichung [W4] = [C˜P((ǫ
1
C
⊕ L1)⊕ L2)]
+3 · [C˜P(C3 ⊕C2)] in ΩU8 ⊗Q berechnen.
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Lemma 1.4.5: Sei B eine 2-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, seien E und F
komplexe Vektorbu¨ndel u¨ber B mit rgE = p ≥ 1, rgF = q ≥ 1 und V := E ⊕ F . Dann
gilt fu¨r die Milnorzahl der U -Mannigfaltigkeit C˜P(E ⊕F ), falls ihre Dimension p+ q +1
ungerade ist,
sp+q+1(C˜P(E ⊕ F )) = (−1)q((p− q)(c21(V )− c2(V ))− (p+ q + 1)c1(V )(c1(E) + c1(F ))
+
(
p+ q + 1
2
)
(c21(E)− c21(F )− 2c2(E) + 2c2(F )))[B].
Beweis: Nach Definition von C˜P(E ⊕ F ) gilt
T C˜P(E ⊕ F )⊕ ǫ1C ∼= S∗ ⊗ π∗E ⊕ S∗ ⊗ π∗F ⊕ π∗TB.
Dabei sind π die Projektion von C˜P(E ⊕ F ) auf die Basis und S das tautologische
Linienbu¨ndel (vgl. Def. 1.3.4). Falls c(E) =
∏p
i=1(1 + xi), c(F ) =
∏q
j=1(1 + yj) und
c(TB) =
∏2
k=1(1 + vk) die Zerlegungen der Chernklassen in formale Wurzeln sind, und
t = c1(S
∗) gesetzt wird, erha¨lt man fu¨r die totale Chernklasse von C˜P(E⊕F ) das Element
c(C˜P(E ⊕ F )) =
p∏
i=1
(1 + t+ xi) ·
q∏
j=1
(1− t+ yj) ·
2∏
k=1
(1 + vk)
in H∗(C˜P(E ⊕ F ),Z) ∼= H∗(B,Z)[t]/〈tp+q + c1(V )tp+q−1 + · · · + cp+q(V )〉 (siehe (1.4)).
Fu¨r die Milnorzahl ergibt sich
sp+q+1(C˜P(E⊕F )) =
 p∑
i=1
(xi + t)
p+q+1 +
q∑
j=1
(yj − t)p+q+1 +
2∑
k=1
vp+q+1k
 [C˜P(E⊕F )].(1.11)
Da dimC(B) = 2, ist ck(V ) = 0 fu¨r k ≥ 3, und man erha¨lt die Relationen
tp+q = −c1(V )tp+q−1 − c2(V )tp+q−2(1.12)
sowie
tp+q+1 = −c1(V )tp+q − c2(V )tp+q−1
= (c21(V )− c2(V ))tp+q−1.(1.13)
Nach der binomischen Formel gilt
p∑
i=1
(xi + t)
p+q+1 =(1.14)
p·tp+q+1+(p+q+1)c1(E)tp+q+
(
p+ q + 1
2
)
(c21(E)−2c2(E))tp+q−1,
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mit (1.12) und (1.13)
= p(c21(V )−c2(V ))tp+q−1−(p+q+1)c1(E)c1(V )tp+q−1+
(
p+ q + 1
2
)
(c21(E)−2c2(E))tp+q−1.
Analog ergibt sich wegen p+ q + 1 ungerade
q∑
j=1
(yj − t)p+q+1 =(1.15)
−q(c21(V )−c2(V ))tp+q−1−(p+q+1)c1(F )c1(V )tp+q−1−
(
p + q + 1
2
)
(c21(F )−2c2(F ))tp+q−1.
Weiter gilt
∑2
k=1 v
p+q+1
k = 0, da p, q ≥ 1. Fu¨r α ∈ H∗(B) gilt tp+q−1 · α[C˜P(E ⊕ F )] =
(−1)qπ∗(tp+q−1 · π∗(α))[B] = (−1)qα[B]. Wenden wir dies auf (1.11) an, erha¨lt man mit
(1.14) und (1.15)
sp+q+1(C˜P(E ⊕ F )) = (−1)q((p− q)(c21(V )− c2(V ))− (p+ q + 1)c1(V )(c1(E) + c1(F ))
+
(
p+ q + 1
2
)
(c21(E)− c21(F )− 2c2(E) + 2c2(F )))[B].
Lemma 1.4.6: Sei B eine 3-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, seien E und F
komplexe Vektorbu¨ndel u¨ber B mit rgE = p ≥ 1, rgF = q ≥ 1 und V := E ⊕ F . Dann
gilt fu¨r die Milnorzahl der U -Mannigfaltigkeit C˜P(E ⊕F ), falls ihre Dimension p+ q +2
gerade ist,
s(C˜P(E ⊕ F )) = (−1)q((p+ q)(−c3(V ) + 2c1(V )c2(V )− c31(V ))+
(p+ q + 2)c1(V )(c
2
1(V )− c2(V )) +
(
p+ q + 2
2
)
c1(V )(−c21(V ) + 2c2(V ))+
(
p+ q + 2
3
)
(c31(V )− 3c1(V )c2(V ) + 3c3(V )))[B].
Beweis: Der Beweis verla¨uft analog zum Beweis von Lemma 1.4.5. Mit den Bezeichnun-
gen wie dort hat man fu¨r die Milnorzahl die Beziehung
s(C˜P(E ⊕ F )) =
 p∑
i=1
(xi + t)
p+q+2 +
q∑
j=1
(yj − t)p+q+2 +
3∑
k=1
vp+q+2k
 [C˜P(E ⊕ F )]
=
(p+q∑
i=1
(zi + t)
p+q+2
)
[C˜P(E ⊕ F )].
29
Hierbei sei
∏p+q
i=1 (1 + zi) = c(E)c(F ) = c(V ). Unter Verwendung der Abku¨rzungen
ci = ci(V ), i = 1, 2, 3 gelten die Relationen
tp+q = −c1tp+q−1 − c2tp+q−2 − c3tp+q−3,(1.16)
tp+q+1 = −c1(−c1tp+q−1 − c2tp+q−2 − c3tp+q−3)− c2tp+q−1 − c3tp+q−2(1.17)
= (c21 − c2)tp+q−1 + (c1c2 − c3)tp+q−2,
tp+q+2 = −c1(c21 − c2)tp+q−1 + (c1c2 − c3)tp+q−2(1.18)
= (−c31 + 2c1c2 − c3)tp+q−1.
Mit (1.16), (1.17) und (1.18) ergibt sich
∑p+q
i=1 (zi + t)
p+q+2 =
∑p+q
i=1 (t
p+q+2 +
(
p+q+2
1
)
zit
p+q+1 +
(
p+q+2
2
)
z2i t
p+q +
(
p+q+2
3
)
z3i t
p+q−1)
= (p+ q)tp+q+2 + (p+ q + 2)c1t
p+q+1+
+
(
p+q+2
2
)
(c21 − 2c2)tp+q +
(
p+q+2
3
)
(c31 − 3c1c2 + 3c3)tp+q−1
= (p+ q)(−c3 + 2c1c2 − c31)tp+q−1 + (p+ q + 2)c1(c21 − c2)tp+q−1 +
+
(
p+q+2
2
)
(c21 − 2c2)(−c1)tp+q−1 +
(
p+q+2
3
)
(c31 − 3c1c2 + 3c3)tp+q−1.
Es folgt die Behauptung wie bei Lemma 1.4.5.
Definition: a) Sei ν das komplexe Normalenbu¨ndel der Hyperfla¨che W2 vom Grad 4 im
CP3. Fu¨r n ≥ 2 setze E := ǫ1C ⊕ . . .⊕ ǫ1C︸ ︷︷ ︸
n−2 mal
⊕ǫ1C ⊕ ν2 und F := ǫ1C ⊕ . . .⊕ ǫ1C︸ ︷︷ ︸
n−2 mal
⊕ν−1 ⊕ ν−1.
Die Basismannigfaltigkeit W2n+1 sei dann das getwistet-projektive Bu¨ndel C˜P(E ⊕ F ).
b) Sei K das komplexe Determinantenbu¨ndel u¨ber dem CP3. Fu¨r n ≥ 2 setze
E := ǫ1C ⊕ . . .⊕ ǫ1C︸ ︷︷ ︸
n−1 mal
⊕K und F := ǫ1C ⊕ . . .⊕ ǫ1C︸ ︷︷ ︸
n−1 mal
⊕K−2. Die Basismannigfaltigkeit W2n+2
sei dann das getwistet-projektive Bu¨ndel C˜P(E ⊕ F ).
Lemma 1.4.7: Die oben definierten U -Mannigfaltigkeiten W5,W6,W7, . . . haben die fol-
genden von Null verschiedenen Milnorzahlen:
s(W2n+1) = (−1)n · 128n(2n+ 1),
s(W2n+2) = (−1)n · 192 (n− 1)(2n− 3)(2n+ 3) 6= 0 fu¨r n ≥ 2.
Sie sind getwistet-projektive Bu¨ndel, bei denen sowohl Faser als auch Totalraum SU -
Mannigfaltigkeiten sind, d.h. sie liegen in JSU∗ (und damit in J
N
∗ ). Sie lassen S
1-
Operationen von beliebigem Typ t ∈ Z zu, d.h. sie liegen in ISU,t∗ , t ∈ Z beliebig (und
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damit in ISU∗ , I
N,t
∗ und I
N
∗ ). Die keinen Faktor c1 enthaltenden Chernzahlen von W5 sind:
c2c3[W5] = −256, c5[W5] = 0,
sowie von W6:
c32[W6] = 192, c2c4[W6] = 192, c
2
3[W6] = 192, c6[W6] = 0.
Beweis: Zu a) Die Mannigfaltigkeiten W2n+1, n ≥ 2: Die Chernklasse des Normalen-
bu¨ndels ν der Hyperfla¨che W2 im CP3 ist c(ν) = i
∗(1 + 4g), wobei wieder i die Inklu-
sionsabbildung von W2 nach CP3 und g der Erzeuger von H
∗(CP3,Z) seien. Fu¨r die
Chernklassen der Bu¨ndel E und F vom Rang n sowie fu¨r V = E ⊕ F gilt daher
c(E) = i∗(1 + 8g), c(F ) = i∗(1− 8g + 16g2), c(V ) = i∗(1 + 16g + 80g2).
Lemma 1.4.5 liefert fu¨r die Milnorzahlen
s(W2n+1) = (−1)n
(
2n+ 1
2
)
(2 · 16)i∗(g2)[W2] = 128 · n(2n + 1).
Nach (1.5) ist c1(W2n+1) = c1(W2) + c1(E) + c1(F ) + (rgE − rgF ) · t = 0, d.h. W2n+1 ist
eine SU -Mannigfaltigkeit. Die Faser des Bu¨ndels W2n+1 ist der C˜Pn,n, also ebenfalls ei-
ne SU -Mannigfaltigkeit. Nach Satz 1.3.6 la¨ßt W2n+1 Operationen der S
1 von beliebigem
Typ zu, liegt also in den angegeben Idealen.
Die totale Chernklasse von W5 ist nach (1.3)
(1 + t)(1 + t + 8 · i∗(g))(1− t− 4 · i∗(g))2 · i∗((1 + g)4/(1 + 4g)).
Unter Beru¨cksichtigung der Relation t4 = −c1(V )t3 − c2(V )t2 = −16 i∗(g)t3 − 80 i∗(g2)t2
(siehe (1.4)) ergeben sich die angegebenen Chernzahlen.
Zu b) Die Mannigfaltigkeiten W2n+2, n ≥ 2: Die Chernklasse des Determinantenbu¨ndels
K u¨ber CP3 ist c(K) = 1+4g, wobei g der Erzeuger von H
∗(CP3,Z) sei. Fu¨r die Chern-
klassen der Bu¨ndel E und F vom Rang n sowie fu¨r V = E ⊕ F gilt daher
c(E) = 1 + 4g, c(F ) = 1− 8g, c(V ) = 1 + 12g︸︷︷︸
c1:=
+ 32g2︸ ︷︷ ︸
c2:=
.
Lemma 1.4.6 liefert fu¨r die Milnorzahlen
s(W2n+2) = (−1)n(2n(2c1c2 − c31) + (2n + 2)(c31 − c1c2) +(
2n + 2
2
)
(2c1c2 − c31) +
(
2n+ 2
3
)
(c31 − 3c1c2))[CP3]
31
= (−1)n(4g)3(2n(12− 27) + (2n+ 2)(27− 6) +
(2n+ 2)(2n+ 1)(12− 27)/2 + (2n+ 2)(2n+ 1)n(27− 18)/3)[CP3]
= (−1)n192 (n− 1)(2n− 3)(2n+ 3).
Nach (1.5) ist c1(W2n+2) = c1(CP3)+ c1(E)+ c1(F )+ (rgE− rgF ) · t = 0, d.h. W2n+2 ist
eine SU -Mannigfaltigkeit. Die Faser des Bu¨ndels W2n+2 ist der C˜Pn,n, also ebenfalls ei-
ne SU -Mannigfaltigkeit. Nach Satz 1.3.6 la¨ßt W2n+2 Operationen der S
1 von beliebigem
Typ zu, liegt also in den angegeben Idealen.
Die totale Chernklasse von W6 ist nach (1.3)
(1 + t)(1− t)(1 + t+ 4g)(1− t− 8g)(1 + g)4.
Unter Beru¨cksichtigung der Relation t4 = −c1(V )t3 − c2(V )t2 = −12gt3− 32g2t2 ergeben
sich die angegebenen Chernzahlen.
Die Basismannigfaltigkeit W5 ist ein getwistet-projektives Bu¨ndel, bei dem außer der Fa-
ser und dem Totalraum sogar die Basis des Bu¨ndels eine SU -Mannigfaltigkeit ist. Im
Gegensatz dazu gilt
Lemma 1.4.8: Sind bei einem getwistet-projektiven Bu¨ndel der komplexen Dimension 6
Basis, Faser und Totalraum SU -Mannigfaltigkeiten, so verschwinden alle Chernzahlen.
Beweis: Sei X = C˜P(E ⊕ F ) ein solches Bu¨ndel mit Basis B. Aufgrund von Gleichung
(1.5), c1(B) + c1(E) + c1(F ) + (rgE − rgF )t = 0, sind die folgenden 3 Fa¨lle mo¨glich:
a) dimCB = 1 und rgE = rgF = 3,
b) dimCB = 3 und rgE = rgF = 2,
c) dimCB = 5 und rgE = rgF = 1.
Weiter muß c1(E) = c1(F ) =: a gelten. Wir verwenden im folgenden wieder die gleichen
Bezeichnungen wie beim Beweis von Lemma 1.4.5.
Zu a) Wegen dimCB = 1 ist c(E) = c(F ) = 1 + a und c(V ) = 1 + 2a. Damit gilt fu¨r die
Chernklasse von X in H∗(X,Z) ∼= H∗(B,Z)[t]/〈t6 + 2at5〉 die Beziehung
c(X) =
3∏
i=1
(1 + xi + t) ·
3∏
j=1
(1 + yj − t)
= (1 + a+ 3t + 2at+ 3t2 + at2 + t3)(1− a− 3t+ 2at+ 3t2 − at2 − t3)
= 1−3t2 − 2at︸ ︷︷ ︸
= c2
+3t4 + 4at3︸ ︷︷ ︸
= c4
.
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Es folgt c6 = c4c2 = c
3
3 = c
3
2 = 0. Wir haben dabei die Beziehung t
6 = −2at5 verwendet.
Zu b) Mit den Abku¨rzungen b := c2(E), c := c2(F ), u := c2(B) und v := c3(B) gilt
c(E) = 1+a+b, c(F ) = 1+a+c und c(V ) = 1+2a+b+c+a2+a(b+c). Da H∗(X,Z) ∼=
H∗(B,Z)[t]/〈t4+2at3+(b+c+a2)t2+a(b+c)t〉, also t4 = −2at3−(b+c+a2)t2−a(b+c)t,
hat man fu¨r die Chernklasse von X
c(X) =
2∏
i=1
(1 + xi + t) ·
2∏
j=1
(1 + yj − t) · (1 + v + w)
= (1 + a + 2t+ t2 + at+ b)(1 − a− 2t+ t2 + at + c)(1 + v + w)
= 1 +−a2 − 2at + b+ c− 2t2 + v︸ ︷︷ ︸
= c2
+−a(b+ c)− 2bt + 2ct+ w︸ ︷︷ ︸
= c3
+
+−2atv − 2t2v︸ ︷︷ ︸
= c4
+2t2w︸ ︷︷ ︸
= c5
+ (−a2 − b− c)t2v − (b+ c)atv︸ ︷︷ ︸
= c6
.
Es folgt c6 = c4c2 = c
3
3 = c
3
2 = 0.
Zu c) In H∗(X,Z) ∼= H∗(B,Z)[t]/〈t2 + 2at〉 gilt
c(X) = (1 + a+ t)(1− a− t)c(B) = c(B),
denn (1 + a + t)(1 − a − t) = 1 − 2at − t2 = 1. Da H12(B,Z) = 0, verschwinden die
Chernzahlen.
In Abschnitt 2.4 beno¨tigen wir fu¨r N ≥ 2 noch den projektiven Raum CPN−1 und
den getwistet-projektiven Raum C˜PN+1,1, welcher diffeomorph zum CPN+1 ist. Da
c(CPN−1) = (1 + g)N sowie c(C˜PN+1,1) = (1 + g)N+1(1 − g), sind beide Ra¨ume
N -Mannigfaltigkeiten. Sie liegen nach Konstruktion in JN∗ und nach Satz 1.3.6 in I
N,t
∗
fu¨r t ∈ Z/NZ beliebig.
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Kapitel 2
Elliptische Geschlechter und Modulkurven
2.1 Komplexe Geschlechter
Wir stellen in diesem Abschnitt den notwendigen Kalku¨l fu¨r das Arbeiten mit Geschlech-
tern bereit.
Sei ΩU∗ ⊗Q ∼= Q[CP1,CP2,CP3, . . .] der in Abschnitt 1.1 definierte rationale Kobordis-
musring der stabil fastkomplexen Mannigfaltigkeiten.
Definition 2.1.1: Ein komplexes Geschlecht ϕ ist ein graduierter Algebren-Homomor-
phismus von ΩU∗ ⊗Q in eine graduierte kommutative Q-Algebra Λ mit Einselement, wobei
ϕ(1) = 1.
Einem Geschlecht sind zugeordnet (vgl. [21, 35]):
1) Die Potenzreihe
g(y) =
∞∑
n=0
ϕ(CPn)
n + 1
yn+1 ∈ Λ[[y]],
die auch Logarithmus des Geschlechts heißt.
2) Die Potenzreihe Q(x) = x
f(x)
= 1 + a1x + a2x
2 + . . . ∈ Λ[[x]], wobei f(x) die Umkehr-
funktion von g(y) ist, d.h f(g(y)) = y, g(f(x)) = x. Man bezeichnet Q(x) als die zu ϕ
geho¨rige charakteristische Potenzreihe.
3) Das formale Gruppengesetz F (u, v) = g−1(g(u) + g(v)).
4) Eine multiplikative Folge von Polynomen K0 = 1, K1(c1), . . ., Kn(c1, c2, . . . , cn), · · ·
mit Kn ∈ Λ[c1, c2, c3, . . . , cn], wobei die Kn homogen vom Gewicht n in den c1, . . ., cn
sind (ci mit dem Gewicht i versehen). Dabei heißt eine Folge multiplikativ, wenn aus
(1 + c1z + c2z
2 + . . .) = (1 + c′1z + c
′
2z
2 + . . .)(1 + c′′1z + c
′′
2z
2 + . . .) die Gleichung
∞∑
i=0
Ki(c1, . . . , ci)z
i =
∞∑
i=0
Ki(c
′
1, . . . , c
′
i)z
i ·
∞∑
i=0
Ki(c
′′
1, . . . , c
′′
i )z
i
folgt. Aus der charakteristischen Potenzreihe bestimmen sich die Polynome vermo¨ge
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Q(x1) · . . . · Q(xn) = ∑ni=0Ki(c1, . . . , ci) + ∑∞i=n+1Ki(c1, . . . , cn, 0, . . . , 0), falls ci die i-
te elementarsymmetrische Funktion in den xν ist. Umgekehrt erha¨lt man mit Q(x) =∑∞
i=0Ki(x, 0, . . . , 0) wieder die charakteristische Potenzreihe.
Jedes der Objekte in 1) bis 4) bestimmt umgekehrt eindeutig ein Geschlecht ϕ, falls
die Koeffizienten aus Λ geeignet graduiert sind. Das Geschlecht einer n-dimensionalen
U -Mannigfaltigkeit X mit totaler Chernklasse c(X) = 1 + c1 + c2 + . . . + cn ∈ H∗(X,Z)
ist ϕ(X) = Kn(c1, c2, . . . , cn)[X ] ∈ Λ, also eine feste Λ-Linearkombination von Chern-
zahlen von X . Ist die charakteristische Potenzreihe eine gerade Potenzreihe, so ist das
Geschlecht schon fu¨r orientierte Mannigfaltigkeiten erkla¨rt, da man es dann schon mit
den Pontrjaginklassen alleine berechnen kann. Anstelle von Geschlechtern mit Werten in
einer Q-Algebra ko¨nnen wir auch Geschlechter von ΩU∗ ⊗C in eine C-Algebra betrachten,
z.B. ko¨nnen wir ein Geschlecht u¨ber Q mit C tensorieren. Der Kalku¨l bleibt der gleiche.
Auch ist ein Geschlecht schon auf ΩU∗ definiert.
Beispiele: 1) Sei ̺USO : Ω
U
∗ ⊗Q→ ΩSO∗ ⊗Q, ̺USO([CP2n]) = [CP2n], ̺USO([CP2n+1]) = 0,
das komplexe Geschlecht, das einer U -Kobordismusklasse die durch die Abbildung BU →
BSO induzierte SO-Kobordismusklasse zuordnet. U¨ber ̺USO la¨ßt sich jedes andere SO-
Geschlecht faktorisieren.
2) Sei sign: ΩU∗ ⊗ Q → Q[t], t vom Gewicht 2, das Geschlecht zur Potenzreihe Q(x) =√
tx
tanh(
√
tx)
oder g(y) =
∑∞
n=0
tn
n+1
yn+1. Setzen wir t = 1, so ist sign(X) die Signatur, d.h. die
Signatur der Schnittform auf der mittleren Kohomologie von X . Die Unbestimmte t ha-
ben wir eingefu¨gt, um zu erreichen, daß das Geschlecht die Graduierung von ΩU∗ ⊗ Q
respektiert. Analog kann man so mit jedem nicht graduierten Geschlecht mit Werten in
Q verfahren, indem man Q(x) ∈ Q[[x]] durch Q(sx) ∈ Q[s][[x]], grad s = 1, ersetzt. Die-
se Vorgehensweise hat z.B. den Vorteil, daß man in der Aussage — Die Signatur ist bis
auf Skalierung das einzige Geschlecht (fu¨r ΩSO∗ ), welches multiplikativ in Faserbu¨ndeln ist
— auf den Zusatz
”
bis auf Skalierung“ verzichten kann. Ist im folgenden ein Geschlecht
ϕ : ΩU∗ ⊗ Q → Q gegeben, werden wir — falls erforderlich — annehmen, daß es homo-
gen geschrieben sei, d.h. wir ersetzen ϕ durch ϕhom : Ω
U
∗ ⊗Q→ Q[s], [Xn] 7→ ϕ(Xn) · sn,
grad s = 1.
Man kann auch Geschlechter zu Potenzreihen Q(x) betrachten, die einen konstanten Term
a0 6= 1 besitzen. Ist a0 eine Einheit, so kann man zur normierten Potenzreihe a−10 Q(a0x)
u¨bergehen, welche das gleiche Geschlecht liefert.
Wir wollen nun komplexen projektiven Varieta¨ten Geschlechter von ΩU∗ ⊗C inC-Algebren
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zuordnen. Wa¨hle dazu eine feste Basisfolge X1, X2, . . . von Ω
U
∗ ⊗ C. Sei CPa1,...,an der
gewichtet projektive Raum mit Gewichten a1,. . .,an ∈ N, d.h. (Cn \ {0})/ ∼, wobei ge-
nau dann (x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn) ist, wenn es ein λ ∈ C∗ gibt mit yi = λaixi fu¨r
alle i = 1, . . . , n (vgl. [13]). Sei V eine (nicht notwendig irreduzible) projektive Varieta¨t
in CPa1,...,an mit gewichtet homogenem Verschwindungsideal I(V ) ⊂ C[x1, . . . , xn], wo-
bei xi das Gewicht ai haben mo¨ge. Die graduierte Koordinatenalgebra von V ist dann
K(V ) ∼= C[x1, . . . , xn]/I(V ), und π : C[x1, . . . , xn] → K(V ) mo¨ge die Projektionsabbil-
dung sein. Setzt man nun a1 < a2 < . . . < an voraus, so ist die Abbildung
λa1,...,an : Ω
U
∗ ⊗C→ C[x1, . . . , xn], Xi 7→
{
xν , falls i = aν
0, sonst
wohldefiniert. Das zur Varieta¨t V geho¨rende Geschlecht ϕV : Ω
U
∗ ⊗C → K(V ) ist dann
definiert durch ϕV := π ◦ λa1,...,an . Das Geschlecht ha¨ngt von der Auswahl der Basisfolge
und der Wahl des Koordinatensystems fu¨r den CPa1,...,an ab. Der Kern von ϕV ist das Ide-
al λ−1a1,...,an(I(V )). Es wird sich spa¨ter zeigen, daß das elliptische Geschlecht ϕN der Stufe
N sich in dieser Weise beschreiben la¨ßt, falls man ai = i, i = 1, . . . , 4 setzt und fu¨r die
Varieta¨t V die geeignet in den CP1,2,3,4 abgebildete Modulkurve H/Γ1(N) nimmt.
Wir notieren dazu noch folgendes einfaches
Lemma 2.1.2: Seien V und W projektive Varieta¨ten im CPa1,...,an mit festgewa¨hltem
Koordinatensystem. Dann gilt bei fester Basisfolge KerϕV ∪W = KerϕV ∩KerϕW .
Beweis: Mit obigen Bezeichnungen gilt KerϕV ∪W = λ−1a1,...,an(I(V ∪ W )) =
λ−1a1,...,an(I(V ) ∩ I(W )) = λ−1a1,...,an(I(V )) ∩ λ−1a1,...,an(I(W )) = KerϕV ∩KerϕW .
Da ΩU,N∗ ⊗Q ∼= ΩU∗ ⊗Q und die Chernzahlen einer N -Mannigfaltigkeit deren rationale Ko-
bordismusklasse sowohl in ΩU,N∗ ⊗Q als auch ΩU∗ ⊗Q festlegen, ko¨nnen wir Geschlechter
zu ΩU,N∗ ⊗Q und ΩU∗ ⊗Q miteinander identifizieren.
Die charakteristische Potenzreihe Q(x) fu¨r ein Geschlecht ϕ ist durch seine Werte auf
ΩSU∗ ⊗Q ⊂ ΩU∗ ⊗Q nur bis auf einen Faktor eαx bestimmt: Fu¨r eine SU -Mannigfaltigkeit
Mn gilt
ϕ(Mn) =
n∏
i=1
Q(xi)[Mn] = e
αc1(Mn)
n∏
i=1
Q(xi)[Mn] =
n∏
i=1
eαxiQ(xi)[Mn],(2.1)
da c1(Mn) = 0. Man gelangt zu einem Geschlecht fu¨r Ω
U
∗ ⊗Q, falls der Wert von ϕ auf
der Basismannigfaltigkeit X1 vorgegeben wird. Dadurch ist dann die obige Konstante α
aus dem Exponentialfaktor eindeutig festgelegt.
Der Kern eines Geschlechtes (das, falls notwendig, wie im 2. Beispiel erkla¨rt, homogen ge-
schrieben wird) ist ein homogenes Ideal (d.h. er wird von homogenen Elementen erzeugt).
Umgekehrt definiert ein homogenes Ideal ein Geschlecht, na¨mlich die Projektion auf die
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Quotientenalgebra.
2.2 Das universelle komplexe elliptische Geschlecht
Das universelle elliptische Geschlecht wird als das Geschlecht definiert, welches zu einer
Potenzreihe geho¨rt, die die Lo¨sung einer bestimmten Differentialgleichung 2-ter Ordnung
ist. Dazu folgendes
Lemma 2.2.1: Sei Q(x) = x
f(x)
= 1 + a1x + a2x
2 + . . . und h(x) := f
′(x)
f(x)
. Sei weiter
S(y) = y4 + q1y
3 + q2y
2 + q3y + q4 ein normiertes Polynom 4-ten Grades in y mit Koeffi-
zienten q1 bis q4. Dann besitzt die Differentialgleichung
(h′(x))2 = S(h(x))(2.2)
eine eindeutige Lo¨sung h(x) ∈ Q[q1, q2, q3, q4][[x]][x−1]. Diese bestimmt wiederum eindeu-
tig die Potenzreihe Q(x) ∈ Q[q1, q2, q3, q4][[x]]. Die Koeffizienten an von Q(x) sind dabei
homogene Polynome vom Gewicht n in q1 bis q4, falls q1 bis q4 die Gewichte 1 bis 4
zugeordnet werden.
Beweis: Die Funktion h(x) besitzt bei der Normierung a0 = 1 eine Reihenentwicklung
h(x) =
1
x
+ c1 + c2x+ c3x
2 + · · · .(2.3)
Die Differentialgleichung (2.2) hat dann die Gestalt
1
x4
(−1 + c2x2 + 2c3x3 + · · ·)2 = 1
x4
[(1 + c1x+ c2x
2 + c3x
3 + · · ·)4
+q1x(1 + c1x+ c2x
2 + c3x
3 + · · ·)3
+q2x
2(1 + c1x+ c2x
2 + c3x
3 + · · ·)2
+q3x
3(1 + c1x+ c2x
2 + c3x
3 + · · ·)
+q4x
4].
Koeffizientenvergleich liefert die Beziehungen
0 = 4c1 + q1
−2c2 = 4c2 + 6c21 + 3q1c1 + q2
−4c3 = 4c3 + 4c31 + 12c1c2 + q1(3c2 + 3c21) + 2q2c1 + q3
. . .
−2(n− 1)cn + αn(c1, . . . , cn−1) = 4cn + βn(c1, . . . , cn−1) + q1 γn−1(c1, . . . , cn−1)
+q2 δn−2(c1, . . . , cn−2) + q3 εn−3(c1, . . . , cn−3)
+q4 δn,4.
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In der letzten Gleichung sind αn, βn, γn−1, δn−2 und εn−3 gewichtet homogene Polynome
in den ci vom Gewicht n, n, n− 1, n− 2 bzw. n− 3, und δn,4 ist das Kronecker-Symbol.
Man kann also mit c1 = −q1/4 beginnend die Koeffizienten cn von h(x) als homogene
Polynome vom Gewicht n in den qi bestimmen.
Sei 1
Q(x)
= 1+ b1x+ b2x
2+ b3x
3+ · · · die zu Q(x) reziproke Potenzreihe. Die Koeffizienten
bn genu¨gen den Rekursionsgleichungen
bn = −an + φn(a1, . . . , an−1),(2.4)
wobei φn ein gewichtet homogenes Polynom in a1 bis an−1 vom Gewicht n ist. Fu¨r die
Gleichung h(x) = f
′(x)
f(x)
= Q(x)
x
· ( x
Q(x)
)′ erha¨lt man
1
x
(1+c1x+c2x
2+c3x
3+· · ·) = 1
x
(1+a1x+a2x
2+a3x
3+· · ·)(1+2b1x+3b2x2+4b3x3+· · ·).
Koeffizientenvergleich liefert
c1 = a1 + 2b1 = −a1
c2 = a2 + 2a1b1 + 3b2 = −2a2 + a21
. . .
cn = an + (n+ 1)bn + ψn(a1, . . . , an−1, b1, . . . , bn−1).
Unter Verwendung der Rekursionsgleichungen (2.4) folgt
an = −1
n
cn + πn(a1, . . . , an−1).(2.5)
Hierbei sind ψn und πn gewichtet homogene Polynome. Induktiv sieht man wieder, daß
an ein gewichtet homogenes Polynom vom Gewicht n in den ci und damit auch in den qi
ist.
Definition 2.2.2: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ϕell : Ω
U
∗ ⊗ Q →
Q[A,B,C,D] ist das komplexe Geschlecht zu der Potenzreihe Q(x), die zur Lo¨sung der
Differentialgleichung (2.2) geho¨rt. Fu¨r die Unbestimmten q1 bis q4 werden die folgenden
homogenen Polynome in A, B, C und D gesetzt, wobei die Unbestimmten A bis D mit den
Gewichten 1 bis 4 versehen seien (Die Wahl der Polynome erkla¨rt sich aus dem na¨chsten
Satz):
q1 = 2A, q2 =
3
2
A2 − 1
4
B, q3 =
1
2
A3 − 1
4
AB + 4C,(2.6)
q4 =
1
16
A4 − 1
16
A2B + 2AC +
1
64
B2 − 2D.
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Sind q1 bis q4 gegeben, kann man umgekehrt A bis D bestimmen:
A =
1
2
q1, B =
3
2
q21 − 4q2, C =
1
32
q31 −
1
8
q1q2 +
1
4
q3,(2.7)
D =
3
128
q41 −
1
8
q21q2 +
1
8
q1q3 +
1
8
q22 −
1
2
q4.
Da die Koeffizienten von Q(x) nach Lemma 2.2.1 homogen in den q1 bis q4 sind und damit
auch in A, B, C und D, ist der Wert von ϕell auf einer komplex n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit ein homogenes Polynom vom Gewicht n in A, B, C und D. Fu¨r die ersten
Koeffizienten der Potenzreihe Q(x) erha¨lt man1
a1 =
1
2
A,(2.8)
a2 =
1
24 · 3(6A
2 − B),
a3 =
1
25 · 3(2A
3 − AB + 16C),
a4 =
1
29 · 32 · 5(60A
4 − 60A2B + 1920AC + 7B2 − 1152D),
a5 =
1
210 · 32 · 5(12A
5 − 20A3B + 960A2C + 7AB2 − 1152AD + 32CB).
Die Polynome der zugeho¨rigen multiplikativen Folge sind
(2.9)
K1 =
1
2
Ac1,
K2 =
1
24 · 3(2Bc2 + (6A
2 − B)c21),
K3 =
1
25 · 3(48Cc3 + (2AB − 48C)c2c1 + (2A
3 − AB + 16C)c31),
K4 =
1
29 · 32 · 5((−8B
2 + 4608D)c4 + (5760AC + 8B
2 − 4608D)c3c1+
+(24B2 − 2304D)c22 + (120A2B − 5760AC − 28B2 + 4608D)c21c2+
+(60A4 − 60A2B + 1920AC + 7B2 − 1152D)c41),
1Die Berechnungen wurden mit Hilfe des Computerprogramms REDUCE durch-
gefu¨hrt.
39
K5 =
1
210 · 32 · 5(960BCc5 + (−8AB
2 + 4608AD − 960BC)c4c1+
+(8AB2 + 2880A2C − 4608AD + 480BC)c3c21 + (24AB2 − 2304AD)c22c1+
+(40A3B − 2880A2C − 28AB2 + 4608AD − 160BC)c2c31+
+(12A5 − 20A3B + 960A2C + 7AB2 − 1152AD + 32BC)c51).
Die spezielle Wahl fu¨r die Polynome q1 bis q4 in A bis D erkla¨rt sich aus den Werten von
ϕell auf den in Ω
U
∗ ausgezeichneten Mannigfaltigkeiten W1 bis W4.
Satz 2.2.3: Auf den ersten fu¨nf Mannigfaltigkeiten der in Abschnitt 1.4 konstruierten Ba-
sisfolge W1, W2, W3, W4, W5, . . . fu¨r Ω
U
∗ ⊗Q nimmt das universelle elliptische Geschlecht
die folgenden Werte an: ϕell(W1) = A, ϕell(W2) = B, ϕell(W3) = C, ϕell(W4) = D und
ϕell(W5) = 0.
Beweis: Die Chernzahlen von W1 bis W5 wurden in Abschnitt 1.4 berechnet. Einsetzen
in die Gleichungen (2.9) ergibt die Behauptung.
Wir ko¨nnten hier durch Rechnen mit formalen Potenzreihen zu zeigen versuchen, daß
ϕell(Wn) = 0 fu¨r alle n ≥ 5 ist, d.h. Kerϕell = 〈W5,W6, . . .〉. Dies wird uns aber
spa¨ter im Zusammenhang mit dem Beweis der Inklusion JSU∗ ⊂ Kerϕell gelingen. Fu¨r
SU -Mannigfaltigkeiten ko¨nnen wir jetzt schon die folgende Aussage beweisen:
Satz 2.2.4: Das universelle elliptische Geschlecht einer SU -Mannigfaltigkeit ist ein ho-
mogenes Polynom, das nicht von der Unbestimmten A abha¨ngt.
Beweis: Das Polynom S(y) aus der Differentialgleichung (2.2) hat in den Unbestimmten
A bis D geschrieben die Gestalt
S(y) =
(
y +
A
2
)4
− 1
4
B
(
y +
A
2
)2
+ 4C
(
y +
A
2
)
+
1
64
B2 − 2D.(2.10)
Ist h˜(x) die Lo¨sung der Differentialgleichung (2.2) fu¨r A = 0, so ist daher h(x) = h˜(x)− A
2
die allgemeine Lo¨sung. Fu¨r die zugeho¨rigen charakteristischen Potenzreihen erha¨lt man die
Beziehung Q(x) = e(A/2)xQ˜(x), denn aus f(x) = e−(A/2)xf˜(x) folgt h(x) = f
′(x)
f(x)
= h˜(x)−A
2
,
und die Potenzreihe Q(x) bestimmt sich nach Lemma 2.2.1 eindeutig aus h(x). Wie im
letzten Abschnitt bemerkt (Gleichung (2.1)), ist der Wert der Geschlechter zu den Po-
tenzreihen Q˜(x) und e(A/2)xQ˜(x) auf SU -Mannigfaltigkeiten der gleiche. Da Q˜(x) zu S(y)
mit A = 0 geho¨rt, d.h. nicht von A abha¨ngt, folgt die Behauptung.
Setzen wir fu¨r A, B, C und D komplexe Zahlen, so ko¨nnen wir bei von Null verschiedener
Diskriminante von S(y) die Lo¨sung h(x) der Differentialgleichung (2.2) explizit angeben
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([26], Abschnitt 1.1): Sei ℘(x) die Weierstraßsche ℘-Funktion (als Laurentreihe im Null-
punkt geschrieben) zum Gitter L mit den Gitterkonstanten
g2 =
1
48
B2 − 2D und g3 = − 1
1728
B3 +
1
12
BD − C2.(2.11)
Dieses Gitter ist nicht entartet, da wir Diskr S(y) 6= 0 voraussetzten. Die Differentialglei-
chung (2.2) hat dann die Lo¨sung
h(x) = −1
2
℘′(x) + ℘′(z)
℘(x)− ℘(z) −
1
2
A.(2.12)
Dabei ist z ein von 0 verschiedener Punkt auf der elliptischen Kurve C/L, der im Weier-
straßmodell der Kurve die Koordinaten (℘(z), ℘′(z)) = ( 1
24
B,C) besitzt. Weiter wird in
[26] (Lemma 1.1.7) gezeigt, daß die Menge der Paare (L, z) mit z ∈ C/L, z 6= 0 und die
Polynome S(y) mit A = 0 und Diskr S 6= 0 sich eineindeutig entsprechen.
Wenn C[A,B,C,D] die graduierte Koordinatenalgebra des gewichtet projektiven Raumes
CP1,2,3,4 ist, ko¨nnen wir nach der Konstruktion aus dem letzten Abschnitt das universel-
le elliptische Geschlecht auch als das Geschlecht ϕell : Ω
U
∗ ⊗C→ C[A,B,C,D] ansehen,
welches zur gewichtet projektiven Varieta¨t CP1,2,3,4 und einer BasisfolgeW1,W2,W3,W4,
W5, V6, . . . geho¨rt. Dabei seien Vn, n ≥ 6 beliebige Mannigfaltigkeiten aus Kerϕell |ΩUn⊗C
mit sn(Vn) 6= 0. Solche existieren stets, denn sei V ′n eine beliebige Mannigfaltigkeit aus
ΩUn ⊗C mit sn(V ′n) 6= 0, so ist ϕell(V ′n) ein Polynom P (A,B,C,D) vom Gewicht n in A bis
D. Fu¨r Vn := V
′
n−P (W1,W2,W3,W4) gilt dann ϕell(Vn) = 0 und sn(Vn) = sn(V ′n) 6= 0, da
P (W1,W2,W3,W4) fu¨r n ≥ 5 eine Summe aus lauter zerlegbaren Mannigfaltigkeiten ist.
2.3 Die Geschlechter ϕN und die Modulkurven CN
Wir fu¨hren in diesem Abschnitt die komplexen elliptischen Geschlechter ϕN der Stufe N
als Spezialfa¨lle des universellen komplexen elliptischen Geschlechtes ϕell ein. Sie ko¨nnen
auch als die Geschlechter aufgefaßt werden, welche zu den ModulkurvenH/Γ1(N) geho¨ren,
die geeignet in den CP1,2,3,4 abgebildet sind. Die zu den Spitzen von Γ1(N) geho¨rigen Ge-
schlechter sind die altbekannten Geschlechter χy(X) und χ(X,K
k/N ) (vgl. [21]). Beweise
zu den folgenden Tatsachen u¨ber die elliptischen Geschlechter der Stufe N finden sich in
[22, 23, 26].
Sei L ein Gitter in C und α ∈ C/L ein von Null verschiedener N -Teilungspunkt der zu-
geho¨rigen elliptischen Kurve, d.h. N ·α = 0. Es gibt genau eine bzgl. L elliptische Funktion
k(x) mit Divisor N · (0)−N · (α) und der Normierung k(x) = xN +O(xN+1) der Taylor-
entwicklung im Ursprung. Die Funktion f(x) = N
√
k(x) ist wohldefiniert, falls gefordert
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wird, daß f(x) = x+O(x2). Sie ist elliptisch bzgl. einem Untergitter L˜ ⊂ L, dessen Index
gleich der Ordnung von α ∈ C/L ist. Wir fu¨hren auf
LN := {(L, α) | L ∈ C Gitter, α ∈ C/L N -Teilungspunkt 6= 0}
die folgende A¨quivalenzrelation ein: (L, α) ∼ (L′, α′) :⇔ Es gibt ein µ ∈ C \ {0} mit
(µL, µα) = (L′, α′). Weiter sei LpN ⊂ LN die Menge der Paare (L, α), fu¨r die α primitiver
N -Teilungspunkt ist, d.h. α ∈ C/L hat Ordnung N . Die Funktion Q(x) := x
f(x)
trans-
formiert sich beim U¨bergang zu a¨quivalenten Paaren wie folgt: Ist QL,α(x) die zum Paar
(L, α) geho¨rende charakteristische Potenzreihe, so ist QµL,µα(x) = QL,α(µ
−1x) die zum
Paar (µL, µα) geho¨rende Potenzreihe (Normierung und Divisor fu¨r f(x) stimmen u¨ber-
ein), d.h. die Koeffizienten ak von Q(x) sind homogene Gitterfunktionen vom Gewicht −k
bzgl. LN.
Auf der oberen Halbebene H der komplexen Zahlen operiert die Kongruenzuntergruppe
Γ1(N) := {
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod N), a ≡ d ≡ 1 (mod N)}
von SL2(Z) vermo¨ge σ : SL2(Z) ×H→ H, (
(
a b
c d
)
, τ) 7→ aτ+b
cτ+d
. Der Bahnenraum sei mit
H/Γ1(N) bezeichnet. Fu¨r LpN gilt die folgende Charakterisierung:
Die Zuordnung τ 7→ (2πi(Zτ + Z), 2πi
N
) definiert eine Bijektion zwischen H/Γ1(N) und
LpN/ ≃.
Wegen LN = ⋃˙ n|N
n>1
Lpn folgt, daß
⋃˙
n|N
n>1
H/Γ1(n) → LN/ ≃, (τ, n) 7→ (2πi(Zτ + Z), 2πin )
bijektiv ist.
Die Koeffizienten ak der Potenzreihe Q(x) zum Paar (2πi(Zτ+Z),
2πi
N
), aufgefaßt als Funk-
tionen in τ ∈ H, transformieren sich deshalb wie Modulformen vom Gewicht k zur Mo-
dulgruppe Γ1(N). Durch explizite Konstruktion von f(x) zeigt man: ak(τ) ist tatsa¨chlich
Modulform zu Γ1(N), d.h. ak(τ) ist insbesondere holomorph in den Spitzen, la¨ßt sich also
holomorph auf die kompaktifizierte Modulkurve H/Γ1(N) fortsetzen.
Um zu einer expliziten Darstellung von f zu gelangen, betrachte fu¨r q = e2πiτ die ganze
Funktion
Φ(τ, x) = (1− e−x)
∞∏
n=1
(1− qne−x)(1− qnex)/(1− qn)2,(2.13)
welche Nullstellen der Ordnung 1 in den Gitterpunkten von L = 2πi(Zτ + Z) besitzt.
Sie ist bis auf einen Faktor der Gestalt eax
2+bx die Weierstraßsche Sigma-Funktion zu L.
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Wa¨hlt man fu¨r α den N -Teilungspunkt 2πi
N
, so erha¨lt man die Darstellung
f(x) =
Φ(τ, x)Φ(τ,−2πi
N
)
Φ(τ, x− 2πi
N
)
.(2.14)
Fu¨r Kapitel 3 sei hier noch das genaue Transformationsverhalten von f(x) zum N -
Teilungspunkt α = 2πi
N
angegeben:
f(x+ 2πi) = f(x), f(x+ 2πiτ) = e−
2pii
N f(x).(2.15)
Definition 2.3.1: Das komplexe elliptische Geschlecht ϕN der Stufe N ist das Geschlecht
zur Potenzreihe Q(x) = x
f(x)
zum Gitter L = 2πi(Zτ+Z) und primitivem N -Teilungspunkt
2πi
N
.
Da die Koeffizienten ak von Q(x) Modulformen vom Gewicht k sind, ist der Wert von ϕN
auf einer komplex n-dimensionalen U -Mannigfaltigkeit Xn eine Modulform vom Gewicht
n zur Modulgruppe Γ1(N).
Die Funktion f(x) genu¨gt nun zwei Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung 2-
ter Ordnung ist von der gleichen Gestalt wie die Differentialgleichung (2.2) in Lemma
2.2.1: (
f ′
f
)′ 2
= S
(
f ′
f
)
,(2.16)
wobei S(y) = y4+ q1y
3+ q2y
2+ q3y+ q4 ein normiertes Polynom 4-ten Grades ist, dessen
Koeffizienten qi Modulformen vom Gewicht i zu Γ1(N) sind. Da die Potenzreihe f(x) zu
ϕN der Differentialgleichung (2.2) mit speziellen qi genu¨gt, la¨ßt sich ϕN u¨ber ϕell faktori-
sieren. Die zweite Differentialgleichung ist von 1-ter Ordnung und besitzt die Gestalt
1
fN
+ d2Nf
N = PN
(
f ′
f
)
.(2.17)
Hier ist PN (y) = y
N + d1y
N−1+ · · ·+ dN−1y+ dN ein normiertes Polynom N -ten Grades.
Die di sind Modulformen vom Gewicht i zu Γ1(N). Das Polynom PN(y) ist ein soge-
nanntes Zolotarev-Polynom. Es hat die beiden zusa¨tzlichen Eigenschaften dN−1 = 0 und
PN(y)
2 = 4d2N fu¨r die y 6= 0 mit P ′N(y) = 0. Zwischen S(y) und PN(y) besteht die
Beziehung
S(y)P ′N(y)
2 = N2y2(PN(y)
2 − 4d2N).(2.18)
Diese Differentialgleichung liefert zwei (von N abha¨ngende) gewichtet homogene Bedin-
gungen RN−1 und RN+1 an die Koeffizienten q1 bis q4 von S(y). Die Polynome RN−1
und RN+1 definieren eine Kurve CN im gewichtet projektiven Raum CP
1,2,3,4 mit den
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homogenen Koordinaten q1 bis q4, wobei qi mit dem Gewicht i versehen sei. Nun wird
umgekehrt jeder Punkt der Modulkurve CN durch ein (evtl. entartetes) Gitter und einen
N -Teilungspunkt repra¨sentiert. Genauer gilt der folgende
Satz 2.3.2 (s. [26], Kapitel 3): Die Abbildung
Φ :
⋃˙
n|N
n>1
H/Γ1(n)→ CP1,2,3,4,
die fu¨r jedes n | N , n > 1 dem Paar (τ, n) die Koeffizienten q1 bis q4 des Polynomes
S(y) aus der Differentialgleichung (2.16) zuordnet (wobei f(x)n die elliptische Funktion
zu L = 2πi(Zτ +Z) mit Divisor n · (0)− n · (2πi
n
) und Normierung f(x) = x+O(x2) ist),
ist nach der Fortsetzung auf die Spitzen surjektiv auf die Modulkurve CN . Sie ist bis auf
Werte in den Spitzen auch injektiv. Die Φ(H/Γ1(n)) bilden gerade die Zerlegung von CN
in die irreduziblen Komponenten. Das Bild Φ(H/Γ1(n)) ist unabha¨ngig vom Vielfachen
N von n.
Beispiel N = 2: Fu¨r N = 2 erhalten wir das elliptische Geschlecht der Stufe 2. Das
Polynom S(y) hat die Gestalt
S(y) = y4 + 4δy2 + 4(δ2 − ǫ),(2.19)
die Differentialgleichung (2.17) lautet
1
f 2
+ ǫf 2 = (f ′/f)2 + 2δ, oder f ′2 = ǫf 4 − 2δf 2 + 1.(2.20)
Setzen wir q = e2πiτ , so haben die Modulformen δ und ǫ vom Gewicht 2 und 4 die Form
δ =
1
4
+ 6
∞∑
n=1
( ∑
d|n
d≡1 (2)
d
)
qn,(2.21)
ǫ =
1
16
∞∏
n=1
(
1− qn
1 + qn
)8
.(2.22)
Um ϕ2 als Spezialfall von ϕell zu schreiben, mu¨ssen wir im A,B,C,D-Koordinatensystem
(vgl. (2.7))
A = 0, B = −16δ, C = 0 und D = 2ǫ(2.23)
setzen. Da die Koeffizienten an von Q(x) nach Lemma 2.2.1 Polynome vom Gewicht n
in q1 bis q4 sind und im Stufe-2-Fall q1 = q3 = 0 gilt, ist die Potenzreihe Q(x) gerade,
d.h. das Geschlecht ϕ2 ist schon fu¨r SO-Mannigfaltigkeiten definiert. Setzen wir ǫ = 0,
δ = −1
8
(bzw. A = 0, B = 2, C = D = 0), so erhalten wir das Aˆ-Geschlecht; fu¨r ǫ = δ2 = 1
(bzw. A = 0, B = −16, C = 0, D = 2) erhalten wir die Signatur.
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Wir wollen nun die Geschlechter ϕn fu¨r n | N , n > 1 zusammenfassen:
Definition 2.3.3: Sei W1, W2, W3, W4, V5, V6, . . . eine Basisfolge von Ω
U
∗ ⊗ C mit
〈V5, V6, . . .〉 = Kerϕell und W1 bis W4 die Mannigfaltigkeiten aus Abschnitt 1.4. Es be-
zeichne dann ϕ˜N das Geschlecht zur Varieta¨t CN = V (〈RN−1, RN+1〉) ⊂ CP1,2,3,4 wie in
Abschnitt 2.1 definiert. Dabei ist das A,B,C,D-Koordinatensystem fu¨r den CP1,2,3,4 zu
verwenden. Die beiden Gleichungen RN−1 und RN+1 sind die homogenen Bedingungen
vom Gewicht N − 1 und N +1 an die q1 bis q4 bzw. A bis D, die sich aus (2.18) ergeben.
Die Definition ha¨ngt natu¨rlich nicht von den gewa¨hlten Basismannigfaltigkeiten V5, V6, . . .
aus Kerϕell ab.
Im A,B,C,D-Koordinatensystem fu¨r den CP1,2,3,4 besteht also die folgende Situation
ΩU∗ ⊗C ϕell−→ C[A,B,C,D]
ϕ˜N ↓ πN
K(CN) ∼= C[A,B,C,D]/I(CN).
Der Kern von πN ist das Verschwindungsideal I(CN) der Kurve CN und nach dem Hil-
bertschen Nullstellensatz daher das Radikal von 〈RN−1, RN+1〉.
Den genauen Zusammenhang zwischen ϕN und ϕ˜N beschreibt
Lemma 2.3.4: Ker ϕ˜N =
⋂
n|N
1<n
KerϕN
Beweis: Wegen Lemma 2.1.1 und Satz 2.3.2 gilt Ker ϕ˜N = KerϕCN =⋂
n|N
1<n
KerϕΦ(H/Γ1(n)). Nach Definition istX ∈ KerϕΦ(H/Γ1(n)) ⇔ ϕell(X) ∈ I(Φ(H/Γ1(n))).
Die Punkte P ∈ Φ(H/Γ1(n)) lassen sich durch τ ∈ H/Γ1(n) parametrisieren: P (τ) =
(A(τ) : B(τ) : C(τ) : D(τ)). Da ϕell(X)(P (τ)) = ϕn(X)(τ), ist ϕell(X) ∈ I(Φ(H/Γ1(n)))⇔
ϕn(X) = 0.
Ist N eine Primzahl, so ist die Kurve CN irreduzibel, und es gilt Ker ϕ˜N = KerϕN .
Satz 2.3.5: Fu¨r das Verschwindungsideal der Kurve CN gilt
I(CN) = Rad(〈RN−1, RN+1〉) = 〈RN−1, RN+1〉.
Beweis:
Zu zeigen ist, daß das von den beiden homogenen Polynomen RN−1 und RN+1 er-
zeugte Ideal AN = 〈RN−1, RN+1〉 gleich seinem Radikal Rad(AN) ist. Wir werden
dies auf die in [26], S. 45–47 bewiesene entsprechende Eigenschaft des Ideals A¯N :=
AN ∩ C[B,C,D] = 〈resA(RN−1, RN+1)〉 zuru¨ckfu¨hren, dessen Verschwindungsvarieta¨t
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V (A¯N) ⊂ CP2,3,4 die Projektion C¯N der Kurve CN ⊂ CP1,2,3,4 auf die gewichtet pro-
jektive Ebene {A = 0} = CP2,3,4 ist. (Mit resA(RN−1, RN+1) sei die Resultante zwischen
RN−1 und RN+1 bezu¨glich der Variablen A bezeichnet.)
Sei AN = Q1 ∩ . . . ∩ Qr eine reduzierte Prima¨rzerlegung von AN . Dabei mo¨ge das
Prima¨rideal Qi zum Primideal Pi geho¨ren, und es es kann angenommen werden, daß
die Ideale Qi und Pi alle homogen sind (s. [30], S. 197, Lemma 4.1). Jedes Pi-prima¨re Ide-
al Qi besitzt eine La¨nge li. Dies ist die maximale La¨nge l einer echt aufsteigenden Kette
von Pi-prima¨ren Idealen
Qi = R1 ⊂ R2 ⊂ . . . ⊂ Rl = Pi.
Das Prima¨rideal Qi ist genau dann prim, wenn seine La¨nge li = 1 ist (s. [16], S. 134).
Das Ideal AN ist ein vollsta¨ndiger Durchschnitt (s. [30] S. 140), denn AN = 〈RN−1, RN+1〉
hat eine 2-gliedrige Basis und die Ho¨he oder Rang ist ebenfalls 2. Letzteres, da V (AN) =
CN nur aus 1-dimensionalen Komponenten besteht, also AN die homomogene Dimension 1
bzw. die Krulldimension K-dimAN = 2 hat, und damit rangAN = K-dimC[A,B,C,D]−
K-dimAN = 4− 2 = 2 ist. Fu¨r vollsta¨ndige Durchschnitte gilt nun der Ungemischtheits-
satz, der besagt, daß das Ideal AN ungemischt ist, d.h. alle Prima¨rideale Qi den Rang 2
haben. Sie entsprechen eineindeutig den irreduziblen Komponenten von CN ; es gibt also
keine eingebetteten Komponenten (s. [30], S. 193 (Polynomringe sind Cohen-Macaulay-
Ringe) oder [17], S. 185 (vollsta¨ndige Durchschnitte heißen dort Hauptklassenideale)).
Es gilt Rad(AN) = P1∩ . . .∩Pr, und die Primideale Pi sind die Verschwindungsideale der
einzelnen irreduziblen Komponenten der Kurve CN . Wir haben also li = 1 fu¨r i = 1, . . . , r
zu zeigen.
Projiziert man die Kurve CN = V (AN) vermo¨ge π : CP1,2,3,4 → CP2,3,4, (A : B : C :
D) 7→ (B : C : D) in die gewichtet projektive Ebene CP2,3,4, so erha¨lt man eine Kurve
C¯N . Fu¨r ihr Verschwindungsideal I(C¯N) wurde in [26], S. 45
I(C¯N) = 〈resA(RN−1, RN+1)〉
bewiesen. (Man beachte, daß das hier verwendete A,B,C,D-Koordinatensystem und das
in [26] verwendete so zusammenha¨ngen, daß die Projektionsabbildungen die gleichen sind.)
Um die Ideale I(CN) und I(C¯N) miteinander zu vergleichen, beno¨tigen wir den Grad
h0(I) eines homogenen Ideals I in einem graduierten Polynomring C[x1, . . . , xk], grad xi =
di ∈ N. Die u¨bliche Definition u¨ber den Leitkoeffizienten des Hilbertpolynomes von I, die
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man bei der gewo¨hnlichen Graduierung d1 = . . . = dk = 1 verwendet, ist bei beliebiger
Graduierung nicht verwendbar, da die Hilbertfunktion f(n) auch fu¨r große n im allgemei-
nen kein Polynom mehr sein wird.
Mit der BezeichnungM (n) fu¨r die Elemente vom Gewicht n eines graduiertenC[x1, . . . , xk]-
Moduls M (also M =
⊕
n≥0M
(n), p ·M (n) ⊂ M (n+l) fu¨r p ∈ C[x1, . . . , xk] homogen vom
Gewicht l) definiere fu¨r ein homogenes Ideal I
PI(t) =
∞∑
n=0
dimC(C[x1, . . . , xk]/I)
(n) · tn.
So gilt zum Beispiel
P〈0〉(t) =
k∏
i=1
1
1− tdi .
Ganz allgemein ist die Poincare´reihe PI(t) nach [4], S. 117 eine rationale Funktion der
Gestalt
PI(t) =
Q(t)∏k
i=1 1− tdi
mit einem Polynom Q(t). Die Ordnung der Polstelle bei t = 1 ist gerade die Krulldimen-
sion von I (und um 1 gro¨ßer als die Dimension von V (I)). Schreiben wir PI(t) in der
Form
PI(t) =
1
(1− t)K-dim I ·
Q˜(t)∏k
i=1(
∑di−1
l=0 t
l)
,
mit einem Polynom Q˜(t) = Q(t)/(1 − t)k−K-dim I , so definieren wir den Grad h0(I) des
Ideals I durch
h0(I) = Q˜(t) |t=1 .
Diese Definition stimmt wegen
∑∞
n=0 h0(I) ·
(
n+(K-dim I)−1
(K-dim I)−1)
)
· tn = 1
(1−t)K-dim I · h0(I) fu¨r
d1 = · · · = dk = 1 mit derjenigen Definition, die das Hilbertpolynom verwendet, u¨berein.
Es gilt stets
h0(I) > 0,(2.24)
denn die linke Seite von
PI(t) ·
k∏
i=1
(
di−1∑
l=0
tl) =
1
(1− t)K-dim I (h0 + h1(1− t) + · · ·)
ist eine Potenzreihe in t mit lauter nichtnegativen Koeffizienten.
Wir beno¨tigen nun einige Eigenschaften der Poincare´reihe und des Grades, die im Falle
des standardgraduierten C[x1, . . . , xk] wohlbekannt sind. (vgl. [48], Kap. 1 Abschnit C,
S. 43 ff.).
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Sei I ⊂ C[x1, . . . , xk] ein homogenes Ideal und ϕ ∈ C[x1, . . . , xk] ein homogenes Polynom
vom Grad r. Dann gilt (vgl. [48], S. 43 f.)
PI+〈ϕ〉(t) = PI(t)− P(I:ϕ)(t) · tr(2.25)
= PI(t) · (1− tr) wenn (I : ϕ) = I,
Zum Beweis verwende dimC(I + 〈ϕ〉)(n) = dimC I(n) + dimC(〈ϕ〉)(n) − dimC(I ∩ 〈ϕ〉)(n),
sowie (I ∩ 〈ϕ〉) = (I : ϕ) · 〈ϕ〉 und dimC((I : ϕ) · 〈ϕ〉)(n) = dimC(I : ϕ)(n−r).
Seien ϕ1, . . . , ϕs ∈ C[x1, . . . , xk] Formen mit den zugeho¨rigen Graden r1, . . . , rs. Wenn
(〈ϕ1, . . . , ϕi−1〉 : ϕi) = 〈ϕ1, . . . , ϕi〉 fu¨r alle 1 ≤ i ≤ s gilt, so hat man mit I = 〈ϕ1, . . . , ϕs〉
PI(t) =
∏s
j=1 1− trj∏k
i=1 1− tdi
, also h0(I) = r1 · . . . · rs.(2.26)
Beweis von (2.26) mittels vollsta¨ndiger Induktion: Es ist P〈ϕ1〉(t) =
1−tr1∏k
i=1
1−tdi nach (2.25).
Sei (2.26) fu¨r s = i− 1 schon bewiesen. Dann ergibt sich mit (2.25)
P〈ϕ1,···,ϕi〉(t) = P〈ϕ1,···,ϕi−1〉(t) · (1− tri)
=
∏i−1
j=1 1− trj∏k
i=1 1− tdi
· (1− tri) =
∏i
j=1 1− trj∏k
i=1 1− tdi
.
Aus (2.25) erha¨lt man sofort (vgl. [48], S. 47 (1.36)):
wenn K-dim(I, ϕ) = K-dim(I) = K-dim(I : ϕ), so h0(I, ϕ) = h0(I)− h0((I : ϕ)),(2.27)
wenn K-dim(I, ϕ) = K-dim(I) > K-dim(I : ϕ), so h0(I, ϕ) = h0(I).(2.28)
Sei P ⊂ C[x1, . . . , xk] ein homogenes Primideal und Q ein homogenes P-prima¨res Ideal
der La¨nge l(Q). Dann gilt
h0(Q) = l(Q) · h0(P),(2.29)
denn der Beweis von (2.29) in [48], S. 47 f. verwendet nur die beiden Eigenschaften (2.27)
und (2.28) des Grades h0, so daß er auch in unserer gewichtet homogenen Situation gu¨ltig
bleibt.
Sei I ⊂ C[x1, . . . , xk] ein homogenes Ideal mit der Prima¨rzerlegung I = Q1 ∩ . . . ∩ Qr,
wobei Qi zum Primideal Pi geho¨rt. Ebenfalls wie in [48], S. 49 erha¨lt man
h0(I) =
∑
Q
l(Q) · h0(P),(2.30)
wobei Q alle P-prima¨ren Komponenten von I mit K-dimQ = K-dim I durchla¨uft. Insbe-
sondere folgt aus (2.30)
h0(I) ≥ h0(Rad(I)).(2.31)
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Da unser Ideal AN ⊂ C[A,B,C,D] ungemischt ist, folgt umgekehrt AN = Rad(AN),
wenn wir h0(AN) = h0(Rad(AN)) zeigen ko¨nnen.
Sei I ⊂ C[A,B,C,D] ein homogenes Ideal mit RN−1 ∈ I, sei I¯ = I ∩ C[B,C,D] das
Eliminationsideal. Definiere fu¨r l ≥ 1 das homogene Ideal I¯l als das Ideal, das von den
Anfangskoeffizienten ψl der homogenen Polynome
ψl · Al + ψl−1 · Al−1 + · · ·+ ψ1 · A+ ψ0 ∈ I, ψi ∈ C[B,C,D](2.32)
gebildet wird. Wir erhalten die aufsteigende Idealkette
I ⊂ I¯1 ⊂ I¯2 ⊂ . . . ⊂ I¯s = I¯s+1 = . . . in C[B,C,D].
Fu¨r unser spezielles Ideal I gilt
I¯N−1 = I¯N = . . . = C[B,C,D].(2.33)
Beweis von (2.33): Das nach Voraussetzung in I enthaltende Polynom RN−1 hat nach [26],
S. 42 die Gestalt RN−1 = α · AN−1 + · · · mit α ∈ C, α 6= 0 (qN−11 = 2N−1 · AN−1). Ist
ψ ∈ C[B,C,D] eine Form, so liegt wegen 1
α
· ψ · RN−1 = ψ · AN−1 + · · · ∈ I die Form ψ
in I¯N−1, d.h. I¯N−1 = C[B,C,D].
Za¨hlt man die u¨ber C linear unabha¨ngigen Polynome vom Grad n in I ab, erha¨lt man
fu¨r n ≥ N − 2 unter Ausnu¨tzung der Darstellung (2.32) und mit (2.33)
dimC I
(n) = dimC I¯
(n) +
N−2∑
k=1
dimC I¯
(n−k)
k +
n∑
k=N−1
dimCC[B,C,D]
(n−k).
Unter Verwendung von dimCC[A,B,C,D]
(n) =
∑n
k=0 dimC[B,C,D]
(n−k) folgt
dimC(C[A,B,C,D]/I)
(n) = dimC(C[B,C,D]/I¯)
(n) +
N−2∑
k=1
dimC(C[B,C,D]/I¯k)
(n−k),
also
PI(t) = PI¯(t) +
N−2∑
k=1
PI¯k(t) · tk + S(t)
mit einem Polynom S(t).2 Zusammen mit (2.24) ergibt sich fu¨r ein l ≤ N − 2
h0(I) = h0(I¯) +
l∑
k=1
h0(I¯k) ≥ h0(I¯).(2.34)
2BeispielN = 3: Sei I = 〈RN−1, RN+1〉 = 〈B+ 34A2, D+ 12AC〉. Dann I¯ = 〈C2B+3D2〉,
I¯1 = 〈C,D〉, I¯2 = I¯3 = . . . = 〈1〉. Fu¨r die Poincare´reihen gilt
(1− t2)(1 − t4)
(1 − t)(1− t2)(1 − t3)(1 − t4) =
1− t8
(1− t2)(1 − t3)(1 − t4) +
(1− t3)(1− t4)
(1− t2)(1 − t3)(1− t4) · t.
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Ist jetzt I = I(CN) = Rad(AN) ∋ RN−1, so gilt I¯ = Rad(AN) ∩ C[B,C,D] =
〈resA(RN−1, RN+1)〉 fu¨r das Eliminationsideal. Denn es ist resA(RN−1, RN+1) ∈ I¯, und
umgekehrt folgt aus f ∈ I(CN)∩C[B,C,D], daß f in I(C¯N) = 〈resA(RN−1, RN+1)〉 liegt.
Wegen K-dimAN = 2 gilt (〈RN−1〉 : 〈RN+1〉) = 〈RN−1〉 und mit (2.26) daher
PAN (t) =
(1− tN−1)(1− tN+1)
(1− t)(1− t2)(1− t3)(1− t4) , also h0(AN) = N
2 − 1.
Da Rad(AN) = 〈resA(RN−1, RN+1)〉 homogen vom Grad N2 − 1 ist, hat man
PRad(AN )(t) =
1− tN2−1
(1− t2)(1− t3)(1− t4) , also h0(Rad(AN)) = N
2 − 1.
Zusammen mit (2.31) und (2.34) erhalten wir schließlich
N2 − 1 = h0(AN) ≥ h0(Rad(AN)) ≥ h0(Rad(AN)) = N2 − 1,
d.h. h0(AN) = h0(Rad(AN)), w.z.b.w.
Kommen wir nun zu einer genaueren Untersuchung der Geschlechter, die zu den Spitzen
der Modulkurven geho¨ren.
Fu¨r die Anzahl cu(N) der Spitzen der Modulkurve H/Γ1(N) gilt (vgl. [22], S. 174):
cu(2) = 2, cu(4) = 3, cu(N) =
1
2
∑
n|N
ϕ(n)ϕ(N/n) sonst,
dabei ist ϕ die Eulersche ϕ-Funktion.
Einer Modulform f zu Γ1(N) kann man die Werte in den Spitzen zuordnen, die bei
ungeradem Gewicht allerdings nur bis auf ein Vorzeichen wohldefiniert sind. Die Ab-
bildung Φ : H/Γ1(N) → CP1,2,3,4, τ 7→ (q1(τ) : . . . : q4(τ)) aus Satz 2.3.2 ist wegen
(q1 : q2 : q3 : q4) ∼ (−q1 : q2 : −q3 : q4) auch in den Spitzen wohldefiniert. U¨ber die Werte
von Φ in den Spitzen von Γ1(N) gibt der folgende Satz Auskunft.
Satz 2.3.6 (s. [22], S. 124): Das Polynom S(z) = z4+ q1z
3+ q2z
2+ q3z+ q4 hat in den
Spitzen von Γ1(N) die folgende Gestalt
(i) S(z) = (z − k/N)2(z + (N − k)/N)2, mit 0 < k < N
oder (ii) S(z) = z2(z2 + 2
1− y
1 + y
z + 1),mit −y = e2πil/N und ggT(l, N) = 1,
bzw. im A,B,C,D-Koordinatensystem geschrieben
(i’) S(z) = ((z +
A
2
)2 − B
8
)2,
mit A = 2(1/2− k/N), 0 < k < N , B = 2 und C = D = 0
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oder (ii’) S(z) =
(
z +
A
2
)4
− 1
4
B
(
z +
A
2
)2
+ 4C
(
z +
A
2
)
+
1
64
B2 − 2D,
mit A = 1−y
1+y
, B = 2(y
2−10y+1)
(1+y)2
, C = y(y−1)
(1+y)3
und D = y(−y
2+4y−1)
(1+y)4
,
−y = e2πil/N und ggT(l, N) = 1.
Die Werte der Spitzen vom Typ (i) liegen also alle auf der gewichtet projektiven Gera-
den {C = D = 0} = CP1,2. U¨ber die zu den Spitzen geho¨rigen komplexen Geschlechter
— Spezialfa¨lle von ϕN bzw. ϕell — informiert
Satz 2.3.7: In den Spitzen nimmt das elliptische Geschlecht ϕN einer komplex n-
dimensionalen U -Mannigfaltigkeit Xn die folgenden Werte an:
(i) χ(Xn, K
k/N) mit 0 < k < N ,
dem Geschlecht, das zur Potenzreihe Q(x) = x
1−e−x e
−(k/N)x geho¨rt
oder (ii) χy(Xn)/(1 + y)
n mit −y = e 2piilN und ggT(l, N) = 1,
dem Geschlecht, das zur Potenzreihe Q(x) = x
1−e−x
1+ye−x
1+y
geho¨rt.
Definition 2.3.8: Sei A˜ das Geschlecht, das zur Potenzreihe
Q(X) = e
A
2
x
√
B/2 · (x/2)
sinh
(√
B/2 · (x/2)
)
geho¨rt.3
Die Potenzreihe zu A˜ genu¨gt der Differentialgleichung (2.2) mit C = D = 0 und A˜ la¨ßt
sich daher u¨ber ϕell faktorisieren. Man kann A˜ also auch als das Geschlecht zur Kurve
CP1,2 im A,B-Koordinatensystem und zu der wie in Definition 2.3.3 gewa¨hlten Basisfol-
ge W1, W2, W3, W4, V5, . . . auffassen. Die zugeho¨rige multiplikative Folge von Polynomen
erha¨lt man aus der von ϕell, indem man C = D = 0 setzt.
Die Geschlechter, die zu den Spitzen von Typ (i) geho¨ren, wollen wir nun zusammenfas-
sen. Die Bilder unter Φ der Spitzen vom Typ (i) auf der projektiven Geraden CP1,2 im A,
B-Koordinatensystem sind nach Satz 2.3.6. (i’) die Punkte PN,k := (2(1/2− k/N)t : 2t2),
0 < k < N , wobei die Punkte PN,k und PN,N−k zusammenfallen (setze t = −t). Sei
MN =
⋃[N
2
]
k=1 PN,k die Vereinigung der Punkte PN,k. Die homogenen Polynome TN−1, die
das Verschwindungsideal der Varieta¨tMN im CP
1,2 erzeugen, haben offenbar die folgende
Gestalt:
TN−1 =

∏[N
2
]
k=1 (A
2 − 2(1/2− k/N)2B) , falls N ungerade,
A ·∏[N2 ]−1k=1 (A2 − 2(1/2− k/N)2B) , falls N gerade.
3A˜(X) ist im wesentlichen das Hilbertpolynom von X .
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Definition 2.3.9: Sei A˜N das Geschlecht, das zur Varieta¨t MN ⊂ CP1,2 im A, B-
Koordinatensystem und der Basisfolge W1, W2, W3, W4, V5, . . . geho¨rt.
Lemma 2.3.10: Es gilt
Ker A˜N =
N−1⋂
k=1
Kerχ(X,Kk/N ).
Beweis: Wegen Lemma 2.1.1 gilt Ker A˜N =
⋂N−1
k=1 KerϕPN,k . Nach Definition bedeu-
tet X ∈ KerϕPN,k daß A˜(X) im Ideal 〈A2 − 2(1/2 − k/N)2B〉 (k 6= N/2) bzw. in 〈A〉
(k = N/2) liegt. Dies ist a¨quivalent zu X ∈ Kerχ(X,Kk/N) = Kerχ(X,K(N−k)/N ),
denn fu¨r A = 2(1/2 − k/N)t und B = 2t2 ist A˜ das Geschlecht zu Q(X) =
e(1/2−k/N)tx tx/2
sinh(tx/2)
= e−(k/N)tx tx
1−e−tx , der homogen geschriebenen charakteristischen Po-
tenzreihe von χ(X,Kk/N) = (−1)dimC Xχ(X,K(N−k)/N ).
Das Toddsche- oder arithmetische Geschlecht Td(X) erha¨lt man aus dem universellen
Geschlecht ϕell(X) fu¨r C = D = 0 und A = 1, B = 2.
2.4 Berechnung der Ideale IN,1∗ , J
N
∗ , I
N
∗ und I
SU,t
∗ , J
SU
∗ , I
SU
∗
Mit den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt werden wir zeigen, daß die in Kapitel 1
konstruierten Mannigfaltigkeiten ausreichen, die Ideale zu erzeugen. Umgekehrt erhalten
wir eine Charakterisierung der komplexen elliptischen Geschlechter.
Wichtiges Hilfsmittel ist
Satz 2.4.1 (Hirzebruch [23], S. 58): Sei X eine N -Mannigfaltigkeit mit S1-Operation.
Ist der Typ t der Operation 6≡ 0 (mod N), dann gilt ϕN(X) = 0.
Das elliptische Geschlecht ϕN der Stufe N ist strikt multiplikativ in U -Faserbu¨ndeln
(d.h. Totalraum E, Basis B und Faser F sind U -Mannigfaltigkeiten mit vertra¨glicher
U -Struktur (s. [5], II (21.8))) mit N -Mannigfaltigkeiten F als Faser und kompakter zu-
sammenha¨ngender Liegruppe G von U -Automorphismen von F als Strukturgruppe. Also
gilt insbesondere ϕN(E) = ϕN(F ) · ϕN (B).
In [23] wird der Satz nur fu¨r komplexe Mannigfaltigkeit formuliert, in der Einleitung wird
aber darauf hingewiesen, daß er auch fu¨r U -Mannigfaltigkeiten und S1-Operationen, die
die stabil fastkomplexe Struktur respektieren, richtig bleibt.
Korollar 2.4.2: Es gelten die beiden Inklusionen
1. IN,1∗ ⊂ Ker ϕ˜N und 2. JN∗ ⊂ Ker ϕ˜N .
Beweis: Zu 1. Eine N -Mannigfaltigkeit X mit S1-Operation vom Typ t ist fu¨r n | N
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auch eine n-Mannigfaltigkeit mit S1-Operation vom Typ t ≡ 1 (mod n). Fu¨r t ≡ 1
(mod N) folgt daher aus Satz 2.4.1 X ∈ ⋂ n|N
n>1
Kerϕn, wegen Lemma 2.3.4 X ∈ Ker ϕ˜N .
Zu 2. Sei X ∈ JN∗ , also X = C˜P(E ⊕ F ) getwistet projektives Bu¨ndel mit Ba-
sis B und Faser C˜Pp,q, N | p − q. Der getwistet projektive Raum C˜Pp,q la¨ßt als ge-
twistet projektives Bu¨ndel zu den trivialen Bu¨ndeln E ′ = Cp und F ′ = Cq u¨ber ei-
nem Punkt nach Satz 1.3.6 S1-Operationen von beliebigem Typ zu. Satz 2.4.1 liefert
ϕn(X) = ϕn(X) · ϕn(C˜Pp,q) = ϕn(X) · 0 = 0 fu¨r alle n | N , n > 1, da die Faser auch eine
n-Mannigfaltigkeit ist. Wie in 1. folgt X ∈ Ker ϕ˜N . (Mit Hilfe des Residuensatzes kann
man fu¨r n | p− q unter Verwendung von (2.15) ϕn(C˜Pp,q) = 0 auch direkt nachrechnen.)
Damit ko¨nnen wir nun zeigen:
Satz 2.4.3: Seien W5,W6, . . . die getwistet projektiven Bu¨ndel aus Abschnitt 1.4. Dann
gilt fu¨r t 6= 0 :
ISU,t∗ = J
SU
∗ = 〈W5,W6, . . .〉 = Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C .
Beweis: Wir zeigen
1. 〈W5,W6, . . .〉 ⊂ ISU,t∗ , 〈W5,W6, . . .〉 ⊂ JSU∗ ,
2. ISU,t∗ ⊂ Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C, JSU∗ ⊂ Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C,
3. Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C⊂ 〈W5,W6, . . .〉.
Zu 1. Die Mannigfaltigkeiten W5,W6, . . . wurden in Abschnit 1.4 gerade so konstruiert
(Lemma 1.4.7).
Zu 2. Sei Xn ∈ ISU,t∗ eine n-dimensionale SU -Mannigfaltigkeit, sei N eine ganze
Zahl teilerfremd zu t und gro¨ßer als n + 1. Da eine SU -Mannigfaltigkeit auch eine N -
Mannigfaltigkeit ist, gilt Xn ∈ IN,t mod N∗ = IN,ggT (t,N)∗ = IN,1∗ . Nach Korollar 2.4.2 ist
ϕ˜N(Xn) = πN ◦ ϕell(Xn) = 0. Mit Satz 2.3.5 folgt ϕell(Xn) ∈ Ker πN = 〈RN−1, RN+1〉.
Wegen N − 1 > n muß ϕell(Xn) = 0 sein, da RN−1 und RN+1 homogen vom Grad N − 1
bzw. N + 1 sind. Analog hat man Xn ∈ JSU∗ ⇒ Xn ∈ JN∗ ⇒ ϕ˜N(Xn) = 0⇒ ϕell(Xn) = 0
fu¨r N − 1 > n.
Zu 3. Nach 1. und 2. gilt 〈W5,W6, . . .〉 ⊂ Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C. Daher la¨ßt sich ϕell u¨ber
ΩSU∗ ⊗C/〈W5,W6, . . .〉 ∼= C[W2,W3,W4] faktorisieren: ϕell = ϕ˜ell ◦ π. Wegen Satz 2.2.3
ist die Abbildung ϕ˜ell : C[W2,W3,W4]→ C[B,C,D] ein Isomorphismus, d.h. insbesonde-
re ist Kerϕell |ΩSU∗ ⊗C⊂ Ker π = 〈W5,W6, . . .〉.
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Man kann daher die MannigfaltigkeitenW5,W6, . . . fu¨r die in Definition 2.3.3 verwendeten
Mannigfaltigkeiten V5, V6, . . . nehmen.
Satz 2.4.4: Seien W5,W6, . . . die getwistet projektiven Bu¨ndel aus Abschnitt 1.4. Dann
gilt
IN,1∗ = J
N
∗ = 〈CPN−1, C˜PN+1,1,W5,W6, . . .〉 = Ker ϕ˜N .
Beweis: Die Inklusionen 〈CPN−1, C˜PN+1,1,W5,W6, . . .〉 ⊂ IN,1∗ ⊂ Ker ϕ˜N und
〈CPN−1, C˜PN+1,1,W5,W6, . . .〉 ⊂ JN∗ ⊂ Ker ϕ˜N sind nach den Konstruktion in Abschnitt
1.4 und Korrollar 2.4.2 klar; zu zeigen bleibt Ker ϕ˜N ⊂ 〈CPN−1, C˜PN+1,1,W5,W6, . . .〉.
Nach Definition ist ϕ˜N = πN ◦ ϕell und nach Satz 2.3.5 gilt Ker πN = 〈RN−1, RN+1〉. Der
Kern von ϕell auf ganz Ω
U
∗ ⊗ C ist wegen ϕell(W1) = A und Punkt 3 des Beweises des
letzten Satzes gerade 〈W5,W6, . . .〉. Es genu¨gt daher, die Inklusion
〈ϕell(CPN−1), ϕell(C˜PN+1,1)〉 ⊃ 〈RN−1, RN+1〉 = Ker πN(2.35)
von Idealen in C[A,B,C,D] zu zeigen.
Da ϕell(CPN−1) in 〈RN−1, RN+1〉 liegt und das Gewicht N − 1 hat, gibt es ein α ∈ C mit
ϕell(CPN−1) = α · RN−1.(2.36)
Wir mu¨ssen α 6= 0 zeigen. Das χy-Geschlecht ist, wie wir im vergangenen Abschnitt
gesehen haben (Satz 2.3.6 und 2.3.7 (ii)), ein Spezialfall des universellen elliptischen Ge-
schlechtes, la¨ßt sich also u¨ber dieses faktorisieren. Wa¨re ϕell(CPN−1) = 0, so wu¨rde daher
das χy-Geschlecht von CPN−1 verschwinden. Es ist aber χy(CPN−1) =
1−(−y)N
1−(−y) 6= 0
(vgl. [21], S. 15) — ein Widerspruch.
Ebenso liegt das Polynom ϕell(C˜PN+1,1) vom Grad N +1 in 〈RN−1, RN+1〉, so daß es sich
in der Form
ϕell(C˜PN+1,1) = (c · A2 + c′ · B) · RN−1 + c′′ ·RN+1(2.37)
mit c, c′, c′′ ∈ C darstellen la¨ßt. Da ϕell(CP1) = A, ϕell(CP2) = 38A2 − 116B und
ϕell(CPN−1) = α ·RN−1 mit α 6= 0 ist, ko¨nnen wir fu¨r (2.37) auch
ϕell(C˜PN+1,1) = (β · ϕ2ell(CP1) + γ · ϕell(CP2)) · ϕell(CPN−1) + δ · RN+1(2.38)
mit β, γ, δ ∈ C schreiben. Wir zeigen wieder δ 6= 0. Dazu nehmen wir das Gegenteil an
und versuchen β und γ zu berechnen. Wenn wir die Gleichung (2.38) fu¨r das χy-Geschlecht
spezialisieren, erhalten wir
(β(1− y)2 + γ(1− y + y2))(1− (−y)
N
1− (−y) ) = χy(C˜PN+1,1) =
(−y)1 − (−y)N+1
1− (−y) .
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Fu¨r das letzte Gleichheitszeichen vgl. [19], S. 717. Es folgt β(1− y)2+ γ(1− y+ y2) = −y
und damit β = 1 und γ = −1.
Setzen wir B = C = D = 0, erhalten wir einen anderen Spezialfall ϕA von ϕell.
Die zugeho¨rige charakteristische Potenzreihe ist dann Q(X) = e
A
2
x (s. Def. 2.3.8). Fu¨r
A = 2 ergibt sich ϕA(CPn) = (e
g)n+1[CPn] = Koeff. von g
n in e(n+1)g = (n+1)
n
n!
, sowie
ϕA(C˜PN+1,1) = (e
g)N+1 · (e−g)1[C˜PN+1,1] = (−1)· Koeff. von gN+1 in eNg = − NN+1(N+1)! .
Wenden wir dies auf (2.38) fu¨r δ = 0 an, so gilt (( 2
1!
)2 − 32
2!
) N
N−1
(N−1)! = − N
N+1
(N+1)!
⇔ 1
2
= N
N+1
.
Widerspruch fu¨r N ≥ 2.
Also ist δ 6= 0, und die Gleichungen (2.36) und (2.38) ergeben zusammen die Behauptung.
Die Ideale IN,t∗ mit t | N , t 6= N genu¨gen der Inklusion
IN,t∗ ⊂
⋂
n|N
n>1
n/|t
Kerϕn,
wie sich analog zu Korollar 2.4.2 aus Satz 2.4.1 ergibt.
Vermutung: Fu¨r alle Paare (N, t) mit N ≥ 2, t | N , t 6= N gilt
IN,t∗ =
⋂
n|N
n>1
n/|t
Kerϕn.
Bei festem N wa¨re der Idealverband der IN,t∗ damit isomorph zum Teilerverband von N .
Die Mannigfaltigkeiten, die fu¨r t > 1 zur Erzeugung der Ideale IN,t∗ fehlen, ko¨nnen wegen
des letzten Satzes keine getwistet projektive Bu¨ndel sein.
Um die Ideale IN∗ und I
SU
∗ , die von zusammenha¨ngenden N - bzw. SU -Mannigfaltigkeiten
mit effektiver S1-Operation erzeugt werden (keine Einschra¨nkung an den Typ), zu be-
rechnen, beno¨tigen wir noch den folgenden
Satz 2.4.5 (Hattori [18] und Kricˇever [28]): Sei X eine N -Mannigfaltigkeit mit
effektiver S1-Operation. Dann gilt χ(X,Kk/N ) = 0 fu¨r 0 < k < N .
Korollar 2.4.6: Es gilt die Inklusion IN∗ ⊂ Ker A˜N .
Beweis: Lemma 2.3.10.
Satz 2.4.7: Seien W3,W4,W5, . . . die Mannigfaltigkeiten aus Abschnitt 1.4. Dann gilt
ISU,0∗ = I
SU
∗ = 〈W3,W4,W5, . . .〉 = Ker Aˆ |ΩSU∗ ⊗C .
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Beweis: Wir zeigen
1. 〈W3,W4,W5, . . .〉 ⊂ ISU,0∗ ,
2. ISU,0∗ ⊂ ISU∗ ,
3. ISU∗ ⊂ Ker Aˆ |ΩSU∗ ⊗C,
4. Ker Aˆ |ΩSU∗ ⊗C⊂ 〈W3,W4,W5 . . .〉.
Zu 1. Nach Lemma 1.4.3 und Lemma 1.4.4 besitzenW3 undW4 effektive S
1-Operationen.
Diese S1-Operationen mu¨ssen den Typ 0 haben, denn W3 und W4 ko¨nnen fu¨r t 6= 0 nicht
in ISU,t liegen, da nach Satz 2.4.3 ISU,t∗ = 〈W5,W6, . . .〉 gilt. Die Mannigfaltigkeiten W5,
W6, . . . besitzen nach Lemma 1.4.7 effektive S
1-Operation vom Typ 0.
Zu 2. Nach Definition. (Die Umkehrung ISU∗ ⊂ ISU,0∗ ist — anders als im Fall der N -
Mannigfaltigkeiten — nicht unmittelbar ersichtlich.)
Zu 3. Folgt aus Satz 2.4.5, da X ∈ ISU∗ ⇒ X ∈ I2∗ und Kerχ(X,K1/2) = Ker Aˆ. Statt
Satz 2.4.5 kann man auch den Satz von Atiyah-Hirzebruch [2] verwenden, denn jede SU -
Mannigfaltigkeit ist eine Spin-Mannigfaltigkeit.
Zu 4. Das homogen geschriebene Aˆ-Geschlecht ist ϕell spezialisiert zu A = C = D = 0,
was man z.B. aus Definition 2.3.8 sehen kann, indem man A = 0 setzt. Nach 1. bis 3. gilt
〈W3,W4,W5 . . .〉 ⊂ Aˆ |ΩSU∗ ⊗C. Daher la¨ßt sich Aˆ u¨ber ΩSU∗ ⊗C/〈W3,W4,W5 . . .〉 = C[W2]
faktorisieren. Da Aˆ(W2) = B, folgt Aˆ |ΩSU∗ ⊗C⊂ 〈W3,W4,W5 . . .〉.
Satz 2.4.8: Seien W3,W4,W5 . . . die Mannigfaltigkeiten aus Abschnitt 1.4. Dann gilt
IN∗ = 〈CPN−1,W3,W4,W5, . . .〉 = Ker A˜N .
Beweis: Die Inklusion 〈CPN−1,W3,W4,W5, . . .〉 ⊂ IN∗ ⊂ Ker A˜N ist nach der Konstrukti-
on in Abschnitt 1.4 und Korrollar 2.4.6 klar, zu zeigen ist Ker A˜N ⊂ 〈CPN−1,W3,W4,W5, . . .〉.
Nach Definition ist A˜N = µN◦A˜, wobei µN die Projektion µN : C[A,B]→ C[A,B]/〈TN−1〉
ist und A˜ das universelle elliptische Geschlecht fu¨r C = D = 0, also Ker A˜ =
〈W3,W4,W5, . . .〉. Wir mu¨ssen somit A˜(CPN−1) = α · TN−1 mit α 6= 0 zeigen.
Das Geschlecht A˜ geho¨rt zur Potenzreihe Q(x) = e(A/2)x
√
B/2(x/2)
sinh(
√
B/2(x/2))
= x/f(x). Daher
ist A˜(CPN−1) = Koeff. von yN−1 in g(y) = f−1(y). Mit Schatten-Analysis kann man die
Behauptung direkt folgern (vgl. [27] und [41], S. 67).
Einfacher ist die folgende U¨berlegung, analog zum Beweis von Satz 2.4.4. Da
A˜N (CPN−1) = 0, ist A˜(CPN−1) = α · TN−1. Setzen wir B = 0, folgt wie dort
A˜(CPN−1) =
(A
2
N)N−1
(N−1)! 6= 0 und daher α 6= 0.
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Das Geschlecht A˜N ist also das einzige rational kobordismustheoretische Hindernis fu¨r
effektive S1-Operationen auf N -Mannigfaltigkeiten. 4
Wir haben mit Satz 2.4.4 eine geometrische Beschreibung des elliptischen Geschlechtes
der Stufe N gegeben. Umgekehrt hat das rein geometrisch definierte Ideal IN,1∗ etwas mit
Modulkurven zu tun:
ΩU,N∗ ⊗C/IN,1∗ ∼= C[W1,W2, . . .]/〈CPN−1, C˜PN+1,1,W4,W5, . . .〉 ∼=
C[A,B,C,D]/〈RN−1, RN+1〉 = K(CN).
2.5 Die Starrheit des universellen komplexen elliptischen Ge-
schlechtes bei S1-Operationen auf SU-Mannigfaltigkeiten
In diesem Abschnitt werden wir das universelle komplexe elliptische Geschlecht einer SU -
Mannigfaltigkeit als Potenzreihe schreiben mit Koeffizienten, die Indizes des getwisteten
Dolbeault-Komplexes sind. Mit Hilfe dieser Darstellung ko¨nnen wir die Starrheit von ϕell
bei S1-Operationen auf SU -Mannigfaltigkeiten aus dem entsprechenden Resultat fu¨r ϕN
bei S1-Operationen auf N -Mannigfaltigkeiten herleiten. A¨quivalent dazu ist die Multi-
plikativita¨t von ϕell in U -Faserbu¨ndel mit SU -Mannigfaltigkeiten als Faser. Wir zeigen,
daß sich jedes komplexe Geschlecht mit dieser Eigenschaft u¨ber ϕell faktorisieren la¨ßt.
Schließlich geben wir noch eine Charakterisierung des χy-Geschlechtes an.
Das universelle komplexe elliptische Geschlecht einer SU -Mannigfaltigkeit Xd ist nach
Satz 2.2.4 ein Polynom, das nicht nicht von A abha¨ngt, so daß wir im folgenden A = 0
setzen du¨rfen, solange wir uns auf SU -Mannigfaltigkeiten beschra¨nken. Weiter hatten wir
gesehen (2.12), daß fu¨r feste komplexe Zahlen B, C und D die Differentialgleichung (2.2)
die explizite Lo¨sung
h(x) = −1
2
℘′L(x) + ℘
′
L(z)
℘L(x)− ℘L(z)(2.39)
besitzt, falls die Diskriminante ∆ = g32−27g23 = − 132B3C2+ 92BC2D+ 116B2D2−27C4−8D3
des Polynoms S(y) = y4 − 1
4
By2 + 4Cy + 1
64
B2 − 2D von Null verschieden ist. In die-
sem Falle gibt es genau ein Gitter L in C und einen Punkt z ∈ C/L, z 6= 0, so daß
4Es ist bekannt (vgl. [33] Theorem 11.15), daß das A˜N -Geschlecht einer komplexen N -
Mannigfaltigkeit verschwindet, falls diese eine Ricci-positive Ka¨hler Metrik zula¨ßt. Gibt es
außer A˜N weitere rational kobordismustheoretische Hindernisse ? Im Falle von orientierten
Spin-Mannigfaltigkeiten ist das Aˆ-Geschlecht vermutlich das einzige derartige Hindernis
fu¨r Ricci-postive Metriken. Denn vollsta¨ndige Durchschnitte mit c1 > 0 lassen nach Yau’s
Beweis der Calabivermutung Ricci-positive Metriken zu (vgl. [33], S. 298) und sie erzeugen
wahrscheinlich den Kern von Aˆ in ΩSpin∗ ⊗Q.
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(B,C,D) = (24℘L(z), ℘
′
L(z), 6℘
2
L(z) − (1/2)g2(L)), und umgekehrt geho¨rt zu jedem sol-
chen Paar (L, z) ein Tripel (B,C,D).
Da ein Polynom in B, C und D schon durch seine Werte auf einer nichtleeren offenen
Teilmenge des C3 festgelegt ist, verlieren wir keine Information. wenn wir ϕell(Xd) nur fu¨r
solche komplexen Zahlentripel (B,C,D) betrachten, die zu einem Paar (L, z) geho¨ren.
Ersetzen wir das Paar (L, z) durch (λL, λz) fu¨r ein λ ∈ C∗, so geht (B,C,D) in
(λ−2B, λ−3C, λ−4D) u¨ber, die charakteristische Potenzreihe Q(x) von ϕell in Q(x/λ) und
daher ϕell(Xd) in λ
−d ·ϕell(Xd) (vgl. [26], S. 6). Beschra¨nken wir uns daher auf normierte
Gitter der Gestalt L = 2πi(Zτ + Z), τ ∈ H, so verlieren wir nur einen uninteressanten
Homogenita¨tsfaktor, wenn wir ϕell(Xd) als Funktion von τ und z auffassen. (Man erha¨lt
ihn wieder zuru¨ck, wenn man ϕell wieder homogen schreibt.)
Die Weierstraßsche Funktion ℘(τ, z), ihre Ableitung ℘′(τ, z) bezu¨glich z und die Git-
terkonstante g2(τ) sind als Funktionen auf H × C meromorphe Jacobiformen vom Ge-
wicht 2, 3 und 4 (und Index 0) zur vollen Modulgruppe PSL2(Z) (vgl. [14] und [22]
Anhang I). Abgesehen von gewissen Regularita¨tsbedingungen ist eine meromorphe Funk-
tion Φ : H × C → CP1 eine Jacobiform vom Gewicht k, falls sie die beiden folgenden
Transformationseigenschaften besitzt:
(1) Φ(τ, x+ ω) = Φ(τ, x) fu¨r alle ω ∈ 2πi(Zτ + Z),
d.h. Φ(τ, .) ist bezu¨glich dem Gitter 2πi(Zτ + Z) elliptisch
(2) Φ(
aτ + b
cτ + d
,
x
cτ + d
)(cτ + d)−k = Φ(τ, x) fu¨r alle
(
a b
c d
)
∈ PSL2(Z).
Sei JC∗ (PSL2(Z)) die bezu¨glich des Gewichts graduierte C-Algebra der meromorphen Ja-
cobiformen Φ(τ, x) zu PSL2(Z), die in der zweiten Variable nur Pole im Gitter 2πi(Zτ+Z)
besitzen. Da ℘, ℘′ und g2 in JC∗ (PSL2(Z)) liegen
5, ko¨nnen wir das universelle komplexe
elliptische Geschlecht auch als den graduierten C-Algebrenhomomorphismus
ϕell : Ω
SU
∗ ⊗C→ JC∗ (PSL2(Z))
ansehen.
In Abschnitt 2.3 hatten wir fu¨r festes q = e2πiτ , τ ∈ H die bzgl. x ganze Funktion
Φ(τ, x) = (1− e−x)
∞∏
n=1
(1− qne−x)(1− qnex)/(1− qn)2
5Vermutlich gilt sogar JC
∗
(PSL2(Z)) ∼= C[℘, ℘′, g2].
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definiert.
Lemma 2.5.1: Die charakteristische Potenzreihe Q(x) des als Funktion von (τ, z) ∈ H×C
aufgefaßten komplexen elliptischen Geschlechtes ϕell von SU -Mannigfaltigkeiten besitzt
die Produktentwicklung
Q(x) = ekx
x · Φ(τ, x− z)
Φ(τ, x)Φ(τ,−z)
= ekx · x
1− e−x (1 + ye
−x)
∞∏
n=1
1 + yqne−x
1− qne−x ·
1 + y−1qnex
1− qnex ·
·
(
(1 + y)
∞∏
n=1
(1 + yqn)(1 + y−1qn)
(1− qn)2
)−1
.
Hierbei sei q = e2πiτ sowie y = −ez gesetzt und k eine von τ und z abha¨ngige Konstante.
Solange wir uns auf SU -Mannigfaltigkeiten beschra¨nken, ko¨nnen wir den Faktor ekx in
der Produktentwicklung von Q(x) auch weglassen.
Beweis: Die in C meromorphe Funktion Q(x) = ekx x·Φ(τ,x−z)
Φ(τ,x)Φ(τ,−z) ist gerade so normiert,
daß 1 der konstante Term der Taylorentwicklung im Nullpunkt ist. Wegen Lemma 2.2.1
und (2.39) mu¨ssen wir also
h(x) =
d
dx
log f(x) = −k(τ, z) + d
dx
Φ(τ, x)− d
dx
Φ(τ, x− z)(2.40)
= −1
2
℘′(τ, x) + ℘′(τ, z)
℘(τ, x)− ℘(τ, z)
zeigen. Dazu zeigen wir, daß die Ableitung der rechten und der linken Seite gleich ist, also
−k(τ, z) eine Integrationskonstante ist.
Die rechte Seite von (2.40) ist eine bzgl. dem Gitter L = 2πi(Zτ +Z) elliptische Funktion
mit einfachen Polen bei 0 und z mit den Residuen 1 und −1 (s. [26], Lemma 1.1.1). Die
Ableitung hat daher die Haupteile − 1
x2
und 1
(x−z)2 . Genauer lautet die Laurententwicklung
im Nullpunkt − 1
x2
+ ℘(τ, z) +O(x) ([26], S. 4).
Um die Ableitung der linken Seite von (2.40) zu untersuchen, verwendet man die Bezie-
hung d
2
dx2
log Φ(τ, x) = −℘(τ, x) + c(τ). Denn Φ(τ, x) ist bis auf einen Exponentialfaktor
eax
2+bx die Weierstraßsche σ-Funktion, und fu¨r diese gilt d
2
dx2
log σ(τ, x) = −℘(τ, x) ([22],
S. 157). Die Ableitung der linken Seite ist somit −℘(τ, x) + ℘(τ, x − z). Da ℘(τ, x) die
Laurententwicklung 1
x2
+ O(x2) besitzt, stimmen die Hauptteile auf der rechten und lin-
ken Seite u¨berein, d.h. sie sind bis auf eine Konstante gleich. Diese verschwindet aber,
da die konstanten Glieder ℘(τ, z) und ℘(τ,−z) der Laurententwicklungen im Nullpunkt
gleich sind.
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Sei E ein komplexes Vektorbu¨ndel vom Rang r u¨ber einer U -Mannigfaltigkeit X . Definiere
dann
Λt(E) :=
∞⊕
k=0
ΛkE · tk
sowie
St(E) :=
∞⊕
k=0
SkE · tk
als die Potenzreihe in t, deren Koeffizienten die a¨ußeren bzw. symmetrischen Potenzen
von E sind. Ist c(E) =
∏r
i=1(1 + xi) ∈ H∗(X,Z) die Zerlegung der totalen Chernklasse in
formale Wurzeln, so gelten in H∗(X,Z)[[t]] fu¨r den Cherncharakter die folgenden Formeln
(vgl. [22], S. 15 f.)
ch(Λt(E)) :=
∞∑
k=0
ch(ΛkE) · tk =
r∏
i=1
(1 + t · exi)(2.41)
ch(St(E)) :=
∞∑
k=0
ch(SkE) · tk =
r∏
i=1
1
1− t · exi .(2.42)
Weiter beno¨tigen wir noch die beiden Beziehungen
ch(E ⊕ F ) = ch(E) + ch(F )(2.43)
ch(E ⊗ F ) = ch(E) · ch(F )(2.44)
fu¨r ein zweites komplexes Vektorbu¨ndel F u¨ber X .
U¨ber der U -Mannigfaltigkeit X hat man den durch die U -Struktur gegebenen Dolbeault-
Komplex, den man mit dem komplexen Vektorbu¨ndel E
”
twisten“ kann.
Fu¨r den Index des χ(X,E) des so erhaltenen
”
getwisteten“ Dolbeault-Komplexes liefert
der Atiyah-Singer-Indexsatz die Formel
χ(X,E) = Td(TX) · ch(E)[X ].(2.45)
Dabei ist Td(X) die totale Toddklasse von X und ch(E) der Cherncharakter von E
(vgl. [22], Kap. 5).
Schließlich setzen wir noch
χy(Xd, E) := χ(Xd,Λy(T
∗Xd)⊗E) :=
d∑
p=0
χ(xd,Λ
pT ∗Xd ⊗E) · yp.
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Lemma 2.5.2: Fu¨r eine d-dimensionale SU -Mannigfaltigkeit Xd gilt mit den Bezeich-
nungen wie in Lemma 2.5.1 und der Abku¨rzung T fu¨r das stabil fastkomplexe Tangenti-
albu¨ndel von Xd die Darstellung
χy(q,LXd) = χy(Xd,
∞⊗
n=1
ΛyqnT
∗ ⊗
∞⊗
n=1
Λy−1qnT ⊗
∞⊗
n=1
Sqn(T ⊕ T ∗))
= ϕell(Xd) · Φ(τ,−z)d(2.46)
Die linke Seite der Gleichung ist dabei so zu verstehen, daß man das Produkt
⊗∞
n=0 ΛyqnT
∗
⊗⊗∞n=1 Λy−1qnT ⊗⊗∞n=1 Sqn(T ⊕ T ∗) in eine Reihe ∑∞n=1∑|i|≤cn Rn,i yiqn entwickelt (was
stets eindeutig mo¨glich ist, da die Koeffizienten von qn stets Laurentpolynome in y sind),
wobei die Rn,i zum stabilen fastkomplexen Tangentialbu¨ndel von Xd assozierte komple-
xe Vektorbu¨ndel sind, und man dann gliedweise den Index berechnet. Ebenso entwickele
man die rechte Seite in eine Reihe in y, y−1 und q.
Der Ausdruck (2.46) wurde mit χy(q,LXd) bezeichnet, da er formal als das a¨quivariante
χy-Geschlecht des freien Schleifenraumes LXd von Xd interpretiert werden kann, auf dem
q ∈ S1 durch Reparametrisierung der Schleifen in natu¨rlicher Weise operiert.
Beweis:Mit Hilfe des Atiyah-Singer-Indexsatzes (2.45) und den Formeln (2.41), (2.42),(2.43)
und (2.44) fu¨r den Cherncharakter erha¨lt man fu¨r die linke Seite von (2.46)
χy(q,LXd) = Td(Xd) · ch(
∞⊗
n=0
ΛyqnT
∗ ⊗
∞⊗
n=1
Λy−1qnT ⊗
∞⊗
n=1
Sqn(T ⊕ T ∗))[Xd](2.47)
=
d∏
i=1
xi
1− e−xi (1 + ye
−xi)
∞∏
n=1
1 + yqne−xi
1− qne−xi ·
1 + y−1qnexi
1− qnexi [Xd],
wobei wieder x1, . . ., xd die formalen Wurzeln der Chernklasse von Xd sind. Obwohl sich
die Strukturgruppe von TXd nicht notwendig nach U(d) reduzieren la¨ßt, reichen d forma-
le Wurzeln, da der sich aus dem Produkt ergebende Ausdruck in den Chernklassen fu¨r d
oder mehr Faktoren der gleiche bleibt.
Nach Lemma 2.5.1 ist (2.47) bis auf den Skalierungsfaktor Φ(τ,−z)d das komplexe ellip-
tische Geschlecht ϕell(Xd) von Xd.
Da der Index eines elliptischen Komplexes stets eine ganze Zahl ist, hat man als
Korollar 2.5.3: Die Potenzreihe χy(q,LXd) = ϕell(Xd) · Φ(τ,−z)d liegt in Z[y, y−1][[q]].
Ebenso la¨ßt sich ϕell(Xd) selbst als Element von Z[[y]][y
−1][[q]] schreiben, denn der Ska-
lierungsfaktor Φ(τ,−z)−1 = 1
1+y
∏∞
n=1
(1−qn)2
(1+yqn)(1+y−1qn)
liegt in Z[[y]][y−1][[q]].
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Bezeichnen wir mit JZ∗ (PSL2(Z)) diejenigen Jacobiformen von J
C
∗ (PSL2(Z)), die eine
ganzzahlige Fourierreihenentwicklung in y und q besitzen, so ist ϕell ein graduierter Ring-
homomorphismus
ϕell : Ω
SU
∗ → JZ∗ (PSL2(Z)).
Beispiel W2: Das elliptische Geschlecht von W2 besitzt nach [22], S. 144 Lemma 3.3 die
folgende Reihenentwicklung:
ϕell(W2) = 24℘(τ, z)
= 24
 −y
(1 + y)2
+
∞∑
n=1
(
∑
d|n
d((−y)d + (−y)−d))qn + 1
12
(1− 24
∞∑
n=1
σ1(n)q
n)
 .
Fu¨r das unskalierte elliptische Geschlecht folgt
χy(q,LW2) = 24℘(τ, z) · Φ(τ,−z)2
= 2y2 − 20y + 2︸ ︷︷ ︸
=χy(W2)
+ (1 + y)2(−20y−1 − 88− 20y)︸ ︷︷ ︸
=χy(W2,T ∗⊕T⊕T ∗y⊕Ty−1)
q
+ (1 + y)2(2y−2 − 220y−1 − 588− 220y + 2y2)︸ ︷︷ ︸
= χy(W2, T ∗ ⊕ T ⊕ S2T ∗ ⊕ S2T ⊕ 2 · T ∗ ⊗ T ⊕ (T ∗ ⊕ T ∗ ⊗ (T ∗ ⊕ T ))y
⊕(T ⊕ T ⊗ (T ⊕ T ∗))y−1 ⊕ Λ2T ∗y2 ⊕ Λ2Ty−2)
q2 + . . .
Man sieht an diesem Beispiel auch, daß die Abbildung ϕell : Ω
SU
∗ → JZ∗ (PSL2(Z)) nicht
surjektiv ist, da 1
2
ϕell(W2) ∈ JZ∗ (PSL2(Z)), es aber, wie in Abschnitt 1.4 gezeigt, keine
SU -Mannigfaltigkeit mit den Chernzahlen von 1
2
[W2] gibt.
Operiert auf einer U -Mannigfaltigkeit X eine S1, die die U -Struktur respektiert, so ope-
riert die S1 auch auf den Bu¨ndeln Rn,i sowie auf den Kohomologiegruppen des getwisteten
Dolbeault-Komplexes. Identifiziert man die S1 mit {λ ∈ C | |λ| = 1}, so ist der Cha-
rakter des S1-Moduls Hq(X,Rn,i) fu¨r λ ∈ S1 eine endliche Laurentreihe in λ. Bildet
man schließlich die alternierende Summe der Hq(X,Rn,i), so bekommt man den als a¨qui-
varianten Index bezeichneten virtuellen S1-Charakter χ(λ,X,Rn,i) ∈ R(S1) ∼= Z[λ, λ−1].
In Verallgemeinerung der Geschlechter der Stufe N gilt der
Satz 2.5.4: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ist starr bei S1-Operationen
auf SU -Mannigfaltigkeiten, d.h. der virtuelle S1-Charakter χ(λ,X,Rn,i) ∈ C[λ, λ−1] ist
fu¨r alle n und i trivial.6
6Dieser Satz wurde auch unabha¨ngig von Kricˇever bewiesen (vgl. [29]). Satz 2.5.2 be-
antwortet die dort gestellte Frage nach einer Darstellung von ϕell durch Indizes elliptischer
Komplexe.
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Beweis: Mit Rn :=
∑
|i|≤cn Rn,i · yi gilt
ϕell(Xd) · Φ(τ, z)d =
∞∑
n=0
∑
|i|≤cn
χ(Xd, Rn,i)y
iqn = χ(Xd, Rn)q
n.
Das elliptische Geschlecht ϕell(Xd) einer SU -Mannigfaltigkeit Xd fu¨r z =
2πi
N
bzw. y =
−e 2piiN ist gerade das elliptische Geschlecht ϕN der Stufe N (s. S. 43, Gleichung (2.14)).
Nach [23] (vgl. auch Satz 2.4.1) ist ϕN starr bei S
1-Operationen auf N -Mannigfaltigkeiten,
also insbesondere bei S1-Operationen auf SU -Mannigfaltigkeiten. Dabei bedeutet Starr-
heit, daß fu¨r alle n ≥ 0 der virtuelle S1-Charakter
χ(λ,Xd, Rn) ∈ Z[y][λ, λ−1],
aufgefaßt als Laurentreihe in λ mit Koeffizienten in Z[y], y = −e 2piiN in λ konstant ist.
Nun ist (y wieder unbestimmt)
χ(λ,Xd, Rn) =
∑
|i|≤cn
χ(λ,Xd, Rn,i)y
i =
∑
|i|≤cn
∑
j
a
(n)
ij λ
j
 · yi.
Aufgrund der Starrheit von ϕN gilt∑
|i|≤cn
a
(n)
ij · yi = 0 fu¨r j 6= 0 und −y = e
2pii
N .
Da dies fu¨r alle N ≥ 2 gilt, folgt
a
(n)
ij = 0 fu¨r j 6= 0,
also
χ(λ,Xd, Rn,i) =
∑
j
a
(n)
ij λ
j = a
(n)
i0 ,
d.h. χ(λ,Xd, Rn,i) ist konstant in λ.
Korollar 2.5.5: Das universelle komplexe elliptische Geschlecht ist multiplikativ in U -
Faserbu¨ndeln mit SU -Mannigfaltigkeiten als Faser und kompakter zusammenha¨ngender
Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Strukturgruppe.
Das Korollar folgt auch direkt aus dem entsprechenden Resultat (Satz 2.4.1) fu¨r U -Bu¨ndel
mit N -Mannigfaltigkeiten als Faser: Fu¨r ein Faserbu¨ndel E mit Basis B und SU -Faser F
gilt fu¨r alle N nach Satz 2.4.1 ϕN(E) = ϕN(B)·ϕN(F ), d.h. [E]−[B]·[F ] ∈ KerϕN . Daher
ist [E]−[B]·[F ] ∈ ⋂N≥2KerϕN = ⋂N≥2Ker ϕ˜N = Kerϕell, also ϕell(E) = ϕell(B)·ϕell(F ).
Wie der na¨chste Satz zeigt, ist ϕell durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert.
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Satz 2.5.6: Sei ϕ ein komplexes Geschlecht, das multiplikativ in U -Faserbu¨ndeln ist mit
SU -Mannigfaltigkeiten als Faser und kompakter zusammenha¨ngender Liegruppe von U -
Automorphismen der Faser als Strukturgruppe. Dann la¨ßt sich ϕ u¨ber das universelle
komplexe elliptische Geschlecht ϕell faktorisieren, d.h. zu ϕ : Ω
U
∗ ⊗ C → Λ∗ existiert ein
graduierter C-Algebrenhomomorphismus µ : C[A,B,C,D]→ Λ∗ mit ϕ = µ ◦ ϕell.
Beweis: Es genu¨gt offenbar, Kerϕell ⊂ Kerϕ zu zeigen. Wegen Satz 2.4.3 und ϕell(W1) =
A gilt Kerϕell = 〈W5,W6, . . .〉. Nach Konstruktion sind fu¨r n ≥ 2 die Mannigfaltigkeit-
en W2n+1 und W2n+2 getwistet projektive Bu¨ndel mit Faser C˜Pn,n. Ist g der Erzeuger
von H∗(C˜Pn,n,Z) ∼= H∗(CP2n−1,Z) ∼= Z[g]/〈g2n〉, so ergibt sich fu¨r die Chernklasse
c(C˜Pn,n) = (1 + g)
n(1 − g)n = (1 − g2)n. Es verschwinden daher alle Chernzahlen von
C˜Pn,n und damit auch alle Geschlechter. Fu¨r ein multiplikatives Geschlecht ϕ gilt also
ϕ(W2n+1) = ϕ(Basis) · ϕ(C˜Pn,n) = 0 und ebenso ϕ(W2n+2) = 0, d.h. 〈W5,W6, . . .〉 ⊂
Kerϕ.
Der Koeffizient von q0 in der Potenzreihenentwicklung des unskalierten universellen kom-
plexen elliptischen Geschlechts ϕell(Xd)·Φ(τ,−z)d=∑∞n=0∑|i|≤cn χ(Xd, Rn,i)yiqn einer SU -
Mannigfaltigkeit ist nach Lemma 2.5.2 gerade das χy-Geschlecht. Von ihm ist bekannt, daß
es sogar starr bei S1-Operationen auf beliebigen U -Mannigfaltigkeiten ist (vgl. [19, 22])
und — was a¨quivalent dazu ist — multiplikativ in U -Bu¨ndeln. Der nachfolgende Satz
zeigt, daß diese Eigenschaft das χy-Geschlecht charakterisiert.
Satz 2.5.7: Sei ϕ ein komplexes Geschlecht, das multiplikativ ist in U -Faserbu¨ndeln mit
kompakter zusammenha¨ngender Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Struk-
turgruppe. Dann la¨ßt sich ϕ u¨ber das χy-Geschlecht faktorisieren.
Beweis: Das homogen geschriebene χy-Geschlecht erha¨lt man aus dem universellen kom-
plexen elliptischen Geschlecht, das im q1,q2,q3,q4-Koordinatensystem geschrieben sei,
wenn man q3 = q4 = 0 setzt. Dies ergibt sich wie folgt:
Sei φV (〈q3,q4〉) das Geschlecht π◦ϕell, wobei π die Projektionsabbildung π : C[q1, q2, q3, q4]→
C[q1, q2, q3, q4]/〈q3, q4〉 ∼= C[q1, q2] ist. Dann bestimmen sich die Geschlechter χy und
φV (〈q3,q4〉) gegenseitig:
Setzt man q1 = 2(1 − y) und q2 = (1 + y)2, so erha¨lt man fu¨r das Polynom S(z) aus der
Differentialgleichung (2.2)
S(z) = z4 + 2(1− y)z3 + (1 + y)2z2.
Die Lo¨sung Q(x) der Differentialgleichung (2.2) ist gerade die charakteristische Potenz-
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reihe fu¨r das χy-Geschlecht (s. [22], S. 124, vgl. auch Satz 2.3.6 und Satz 2.3.7). Sind
umgekehrt fu¨r eine n-dimensionale U -Mannigfaltigkeit in dem Polynom φV (〈q3,q4〉)(Xn) =∑
i+2j=n αi q
i
1q
j
2 die Unbestimmten q1 und q2 durch 2(1− y) bzw. (1 + y)2 ersetzt, so kann
man aus diesem Polynom in y die Koeffizienten αi wieder induktiv bestimmen und damit
auch φV (〈q3,q4〉)(Xn).
Es gilt also insbesondere
Kerχy = KerφV (〈q3,q4〉).(2.48)
Wir ko¨nnen daher χy auch als das Geschlecht ansehen, das zur Varieta¨t V (〈q3, q4〉) ∼=
CP1,2 ⊂ CP1,2,3,4 geho¨rt.
Sei nun ϕ : ΩU∗ ⊗C→ Λ∗ ein Geschlecht, das multiplikativ in U -Faserbu¨ndeln ist (mit zu-
sammenha¨ngender kompakter Liegruppe von U -Automorphismen der Faser als Struktur-
gruppe), also inbesondere in solchen Faserbu¨ndeln mit SU -Mannigfaltigkeiten als Faser.
Nach Satz 2.5.6 la¨ßt sich ϕ u¨ber ϕell faktorisieren: ϕ = µ◦ϕell mit µ : C[A,B,C,D]→ Λ∗.
Damit sich ϕ u¨ber χy faktorisieren la¨ßt, mu¨ssen wir wegen (2.48) Kerµ ⊃ 〈q3, q4〉 zeigen.
Fu¨r ein U -Bu¨ndel ξ mit Totalraum E(ξ), Basis B(ξ) und Faser F (ξ) ist ϕ(E(ξ)) =
ϕ(B(ξ)) · ϕ(F (ξ)) a¨quivalent zu ϕell(E(ξ)) − ϕell(B(ξ)) · ϕell(F (ξ)) ∈ Kerµ. Sei ξ3 das
projektive Bu¨ndel CP(K ⊕K2) zu dem Vektorbu¨ndel K ⊕K2 u¨ber dem CP2; sei ξ4 das
projektive Bu¨ndel CP(K⊕ǫC⊕ǫC) zu dem Vektorbu¨ndel K⊕ǫ2C u¨ber dem CP2. Hierbei
steht K fu¨r das Determinantenbu¨ndel des Tangentialbu¨ndels des CP2. Setzt man noch
[Qi] := [E(ξi)]− [B(ξi)] · [F (ξi)] fu¨r i = 3, 4, so erha¨lt man nach einer einfachen Rechnung
— analog zu der in Abschnitt 1.4 durchgefu¨hrten —
ϕell([Q3]) =
3
16
(2A3 − AB + 16C) = 3
4
q3,
ϕell([Q4]) =
9
512
(36A4 − 20A2B + 384AC +B2 − 128D) = 9
16
q1q3 +
9
8
q4,
d.h. Kerµ ⊃ 〈ϕell([Q3]), ϕell([Q4]) 〉 = 〈q3, q4〉.
Das Geschlecht ϕV (〈∆〉), das zur Diskriminantenfla¨che V (〈∆〉) ⊂ CP1,2,3,4 geho¨rt (und zur
BasisfolgeW1 W2, . . . und dem A,B,C,D-Koordinatensystem; ∆ = g
3
2−27g23 Diskriminan-
te von S(y)), ist das getwistete χy-Geschlecht χy( . , K
r), u¨ber das sich alle
”
klassischen“
Geschlechter wie Signatur, Toddgeschlecht, Aˆ-Geschlecht und Eulercharakteristik fakto-
risieren lassen. Projiziert man die Fla¨che V (〈∆〉) in die Ebene {A = 0} = CP2,3,4, so
erha¨lt man die Kurve V¯ (〈∆〉) ⊂ CP2,3,4 vom Grad 12, deren Verschwindungsideal eben-
falls von ∆ ∈ C[B,C,D] erzeugt wird. Diese Projektion entspricht der Einschra¨nkung des
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Geschlechtes auf ΩSU∗ ⊗C. Es gilt also
χy( . ) |ΩSU∗ ⊗C= χy( . , Kr) |ΩSU∗ ⊗C= ϕV¯ (〈∆〉) |ΩSU∗ ⊗C .
Wir beenden diesen Abschnitt mit einer U¨bersicht der wichtigsten in der Arbeit verwen-
deten Geschlechter und zugeho¨rigen Varieta¨ten:
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Kapitel 3
Das Verhalten des elliptischen Geschlechtes beim
Aufblasen
Beim Prozeß des Aufblasens einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X entlang einer
komplexen Untermannigfaltigkeit Y wird anstelle von Y das projektive Bu¨ndel CP(ν) des
Normalenbu¨ndels ν von Y in X
”
eingeklebt“. Fu¨r die so erhaltene Mannigfaltigkeit X˜ ist
bekannt, daß ihr Toddsches Geschlecht Td(X˜), das zur Potenzreihe Q(x) = x
1−e−x geho¨rt,
gleich dem von X ist (vgl. [21], S. 176). Das Toddsche Geschlecht ist auch das einzige
Geschlecht mit dieser Eigenschaft (vgl. [22], S. 123). Fu¨r eine projektiv algebraische Man-
nigfaltigkeitX kann die Invarianz des Toddschen Geschlechts auch aus der birationalen In-
varianz der Hodgezahlen h0,p = hp,0 = dimC Γ (X,Λ
pT ∗X) erhalten werden, da nach dem
Satz von Riemann-Roch-Hirzebruch das arithmetische Geschlecht χ(X) =
∑
p≥0(−1)ph0,p
gleich dem Toddschen Geschlecht Td(X) ist.
In diesem Kapitel wird gezeigt, daß sich das in Kapitel 2 eingefu¨hrte komplexe elliptische
Geschlecht ϕN der Stufe N beim Aufblasen nicht a¨ndert, falls codimC Y ≡ 1 (mod N)
ist. Dazu werden in Abschnitt 3.1 die beno¨tigten Begriffe bereitgestellt, und die bekann-
te Beziehung zwischen den Chernklassen von X und X˜ angegeben. In Abschnitt 3.2 wird
mit Hilfe dieser Formel das elliptische Geschlecht von X˜ berechnet.
3.1 Das Aufblasen und die Chernklasse
Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Beziehung zwischen der totalen Chernklasse der auf-
geblasenen Mannigfaltigkeit X˜ und der totalen Chernklasse von X herzustellen. Wich-
tigstes Hilfsmittel ist dabei der Satz von Riemann-Roch-Grothendieck fu¨r Einbettungen
von komplexen Mannigfaltigkeiten, wie er von Atiyah-Hirzebruch bewiesen wurde [3].
Alle in diesem Kapitel auftretenden Mannigfaltigkeiten seien als zusammenha¨ngend und
komplex vorausgesetzt. Fu¨r eine Erla¨uterung der folgenden Begriffe vergleiche [21], § 23.
Sei Kω(M) die Grothendieck-Gruppe der koha¨renten analytischen Garben u¨ber der kom-
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pakten Mannigfaltigkeit M , sei K ′ω(M) die Grothendieck-Gruppe der holomorphen Vek-
torbu¨ndel u¨ber M . Von der kanonischen Abbildung j : K ′ω(M)→ Kω(M), [E] 7→ [Ω(E)],
welche einem Vektorbu¨ndel die Garbe der Keime von holomorphen Schnitten zuord-
net, ist bekannt, daß sie, zumindest falls M algebraisch ist, ein Isomorphismus ist. Der
Cherncharakter eines Vektorbu¨ndels E ha¨ngt nur von seiner Klasse [E] in K ′ω(M) ab,
ist damit also ein wohldefinierter Homomorphismus ch : K ′ω(M) → H∗(M,Q). Die to-
tale Chernklasse ist ein Homomorphismus in die Gruppe der multiplikativen Einheiten
von H∗(M,Z). Fu¨r eine holomorphe Abbildung h : M → N haben wir die Abbildung
h∗ : K ′ω(N) → K ′ω(M), die durch das Zuru¨ckholen von Bu¨ndeln induziert ist, sowie die
Abbildung h! : Kω(M) → Kω(N), [T ] 7→ ∑i≥0(−1)i[Rih∗(T )]. Dabei ist Rih∗(T ) die
zur Pra¨garbe U 7→ H i(h−1(U), T ) assoziierte Garbe. Zusammen mit dem Zuru¨ckholen
von Bu¨ndeln bzw. dem Pushforward ist K ′ω(.) ∼= Kω(.) (M algebraisch) ein kontrava-
rianter bzw. kovarianter Funktor, d.h. ist k : N → L eine weitere Abbildung, so gilt
(k ◦h)∗ = h∗ ◦ k∗ und (k ◦h)! = k! ◦h!. In der Kohomologie (mit Z- oder Q-Koeffizienten)
gibt es die analoge Abbildung h∗ : H∗(N) → H∗(M) sowie die Umkehr- oder Gysinab-
bildung h∗ : H∗(M) → H∗(N), die ein H∗(N)-Modul-Homomorphismus ist, falls wir
H∗(M) vermo¨ge h∗ als H∗(N)-Modul auffassen, d.h. fu¨r x ∈ H∗(N), y ∈ H∗(M) gilt
h∗(h∗(x) · y) = x · h∗(y).
Ist die Abbildung h eine Einbettung komplexer Mannigfaltigkeiten, so gilt der Satz von
Riemann-Roch-Grothendieck, welcher in der u¨blichen Form geschrieben mit a ∈ K ′ω(M)
die folgende Gestalt hat:1
ch(h!(a)) · Td(N) = h∗(ch(a) · Td(M)).(3.1)
Fu¨r die totale Chernklasse selbst gilt die folgende Beziehung:
Satz 3.1.1 (s. [3]): Sei h :M → N eine Einbettung von kompakten komplexen Mannig-
faltigkeiten, sei ν das komplexe Normalenbu¨ndel vonM in N mit Rang n und a ∈ K ′ω(M).
Dann gilt
c(h!a) = 1 + h∗(
c(a) ∗ c(Λ−1ν∗)− 1
cn(ν)
).
Dabei steht c(E) ∗ c(F ) fu¨r das universelle Polynom in den Chernklassen von E und F
der Chernklasse des Tensorprodukts E⊗F , und es ist Λt(ν∗) := ∑∞i=0 Λiν∗ ti ∈ K ′ω(M)[t].
Ist ν ein Linienbu¨ndel, vereinfacht sich der Satz 3.1.1 zu
c(h!a) = 1 + h∗
(
(
1
v
)
(rg a∏
i=1
(
1 + yi
1 + yi − v )− 1
))
,(3.2)
1Fu¨r eine Einbettung h ist die Chernklasse von h!(a) ∈ Kω(M) definiert (s. [3]).
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wobei c(a) =
∏rg a
i=1(1+yi) die Zerlegung in die formalen Wurzeln y1, . . . , ym und v := c1(ν)
ist. Beachte: der Faktor 1/v ku¨rzt sich heraus.
Wir kommen nun zur Erla¨uterung des Aufblasens. Sei X eine komplex n-dimensionale
kompakte Mannigfaltigkeit und Y eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit.
Die Kodimension von Y bezeichnen wir mit q = n − k. Sei U eine holomorphe Koordi-
natenumgebung eines Punktes p ∈ Y ⊂ X mit Koordinaten z = (z1, . . . , zn), wobei die
Untermannigfaltigkeit {x ∈ U | z1(x) = . . . = zq(x) = 0} gerade U ∩ Y sei. Betrachte das
Produkt U ×CPq−1 mit den homogenen Koordinaten (t1 : . . . : tq) fu¨r den CPq−1. In ihm
liegt die Untermannigfaltigkeit
W = {(x, t) ∈ U ×CPq−1 | zi(x)tj = zj(x)ti, 1 ≤ i < j ≤ q}.
Die aufgeblasene Mannigfaltigkeit ist nun eine komplexe Mannigfaltigkeit X˜ mit Projek-
tionsabbildung f : X˜ → X , so daß fu¨r einen Punkt p ∈ Y und fu¨r eine Koordinatenum-
gebung U um p das Urbild f−1(U) gleich W ist und der Projektion f die Projektion von
U × CPq−1 auf die erste Komponente entspricht. Fu¨r Umgebungen U in X , welche Y
nicht treffen, sei f−1(U) biholomorph a¨quivalent zu U . Die Konstruktion ist unabha¨ngig
von den gewa¨hlten Koordinatenumgebungen, so daß X˜ global definiert werden kann.
Sei i : Y → X die Einbettungsabbildung, sei ν das komplex analytische Normalenbu¨ndel
von Y in X und sei g : Y˜ → Y das assoziierte projektive Bu¨ndel mit Faser CPq−1. Es
existiert dann eine Einbettung j : Y˜ → X˜ , so daß das folgende Diagramm kommutiert:
Y˜
j−→ X˜yg yf
Y
i−→ X .
(3.3)
Das Bu¨ndel Y˜ ist eine k + q − 1 = n− 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit von X˜ . Sei
N das zugeho¨rige eindimensionale Normalenbu¨ndel. Weiterhin betrachten wir noch das
Bu¨ndel Y˜ ∆ entlang der Fasern zu g : Y˜ → Y .
Es gelten offensichtlich die folgenden Beziehungen
i∗TX ∼= TY ⊕ ν(3.4)
T Y˜ ∼= g∗TY ⊕ Y˜ ∆(3.5)
j∗TX˜ ∼= T Y˜ ⊕N(3.6)
g∗i∗TX ∼= g∗TY ⊕ g∗(ν) ∼= j∗f ∗TX,(3.7)
dabei sind alle Bu¨ndel als differenzierbare Bu¨ndel aufzufassen.
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Weiterhin beno¨tigen wir das folgende Lemma von Porteous [39], welches das Tangential-
bu¨ndel von X mit dem von X˜ in Beziehung setzt.
Lemma 3.1.2: In Kω(X˜) gilt Ω(f
∗TX)− Ω(TX˜) = j!(g∗ν −N).
Sei nun u ∈ H2(X˜,Z) die zu Y˜ Poincare´-duale Kohomologieklasse und v die erste Chern-
klasse des Normalenbu¨ndels N . Es gelten die Beziehungen
j∗(u) = v = c1(N), j∗(1) = u.(3.8)
Weiter hat man fu¨r a, b ∈ H∗(Y˜ ) noch
j∗(a) · j∗(b) = j∗(a · b · v).(3.9)
Wenden wir nun Satz 3.1.1 auf Lemma 3.1.2 an, so erhalten wir
c(X˜)/f ∗c(X) = 1 + j∗
(
(
1
v
)
( q∏
i=1
1 + xi − v
1 + xi
· 1 + v
1 + v − v − 1
))
(3.10)
= 1 + j∗
(
(
1
v
)
(
(1 + v)
∏q
i=1(1 + xi − v)
g∗c(ν)
− 1
))
,
wobei g∗c(ν) =
∏
(1 + xi) die Zerlegung in die zuru¨ckgeholten formalen Wurzeln des Nor-
malenbu¨ndels ν ist. Wegen (3.3) gilt
j∗f ∗c(X) = g∗c(Y ) · g∗c(ν)
oder
1
g∗c(ν)
= g∗c(Y ) · j∗( 1
f ∗c(X)
).
Damit erhalten wir als endgu¨ltige Formel (vgl. [39, 47])
Satz 3.1.3:
c(X˜)/f ∗c(X) = 1 + j∗
(
(
1
v
)
(
j∗(
1
f ∗c(X)
) · g∗c(Y )(1 + v)
q∏
i=1
(1 + xi − v)− 1
))
.
3.2 Die Invarianz des elliptischen Geschlechtes
Der im vergangenen Abschnitt bewiesene Satz 3.1.3 wird nun zum Beweis des folgenden
Satzes verwendet.
Satz 3.2.1: Sei X˜ die Aufblasung der kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X ent-
lang der Untermannigfaltigkeit Y . Falls die komplexe Kodimension von Y der Bedingung
codimC Y ≡ 1 (mod N) genu¨gt, gilt fu¨r das komplexe elliptische Geschlecht der Stufe N
die Gleichung ϕN(X˜) = ϕN (X).
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Bemerkungen:
1. Fu¨r codimC Y = 1 ist der Satz trivialerweise richtig, da dann X˜ = X .
2. Aus der Bedingung codimC Y ≡ 1 (mod N) folgt codimC Y ≡ 1 (mod n) fu¨r alle
n | N , also gilt dann fu¨r alle n | N , n > 1: ϕn(X˜) = ϕn(X), d.h. ϕ˜N(X˜) = ϕ˜N(X). Der
Satz bleibt richtig, wenn man ϕ1 als das Toddsche Geschlecht definiert.
3. Das χy-Geschlecht ist, wenn −y eine N -te Einheitswurzel ungleich 1 ist, bis auf einen
Faktor (1 + y)dimCX der Wert von ϕN in einer Sorte von Spitzen von Γ1(N) (vgl. Ab-
schnitt 2.3). Fu¨r −y = 1 erha¨lt man die Eulercharakteristik, welche keine Invariante beim
Aufblasen ist.
4. Die Signatur ist das χy-Geschlecht fu¨r −y = −1. Deren Verhalten beim Aufblasen ist
aber bekannt (vgl. [15], S. 293). Man hat
sign(X˜) =
{
sign(X), falls codimC Y ungerade,
sign(X)− sign(Y ), falls codimC Y gerade,
was im ungeraden Fall mit unserem Satz u¨bereinstimmt.
5. Eventuell kann man den Prozeß des Aufblasens auch fu¨r fastkomplexe oder stabil
fastkomplexe Mannigfaltigkeiten definieren. Der Satz 3.1.1 gilt auch fu¨r differenzierbare
Mannigfaltigkeiten (vgl. [3]), allerdings muß man die Grothendieck-Gruppe Kω(X) durch
K(X), die K-Theorie von X , ersetzen. Falls Lemma 3.1.2 auch in der K-Theorie richtig
bleibt, bleibt auch Satz 3.2.1 richtig. Vielleicht la¨ßt sich auf diese Weise auch wieder ei-
ne Charakterisierung der komplexen elliptischen Geschlechter der Stufe N angeben. Das
Toddsche Geschlecht kommt allerdings noch hinzu.
Zum Beweis des Satzes beno¨tigen wir zwei Lemmata.
Lemma 3.2.2: Fu¨r alle paarweise verschiedene komplexe Zahlen x1, . . ., xq mit q ≥ 1
gilt
q∑
i=1
∏
j 6=i
xj
xj − xi = 1.
Beweis: Betrachte die meromorphe Differentialform dt
t·(t+x1)·(t+x2)·...·(t+xq) auf dem CP1.
Sie hat Pole in t = 0, −x1, −x2, . . ., −xq mit den Residuen ∏qi=1 1xi , 1−x1 ·∏j 6=1 1xj−x1 , . . .,
1
−xq ·
∏
j 6=q
1
xj−xq . Der Residuensatz liefert
q∏
i=1
1
xi
−
q∑
i=1
1
xi
∏
j 6=i
1
xj − xi = 0
⇔ 1 =
q∑
i=1
∏
j 6=i
xj
xj − xi .
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Lemma 3.2.3: Sei f(x) die zum Gitter L = 2πi(Zτ + Z) und o.B.d.A. dem N -
Teilungspunkt α = 2πi
N
geho¨rige Funktion zu dem in Abschnitt 2.2 definierten elliptischen
Geschlecht ϕN der Stufe N . Fu¨r alle modulo dem Gitter L = 2πi(Zτ + Z) paarweise
ina¨quivalente komplexe Zahlen x1, . . ., xq mit q ≡ 1 (mod N) gilt dann
q∑
i=1
1
f(xi)
∏
j 6=i
1
f(xj − xi) −
q∏
i=1
1
f(xi)
= 0.
Beweis: Nach Abschnitt 2.3 ist f elliptisch bezu¨glich des Gitters L˜ = 2πi(ZNτ +Z) und
es gilt nach (2.15) f(x+2πiτ) = e−
2pii
N f(x). 1/f hat Pole in den Gitterpunkten von L und
es ist resx=0 1/f = 1. Betrachte die meromorphe Funktion h(x) =
1
f(−x) · 1f(x+x1) ·. . .· 1f(x+xq) .
Sie ist elliptisch bezu¨glich L = 2πi(Zτ + Z), da q = rN + 1 also h(x + 2πiτ) =
e−
2pii
N ·
(
e−
2pii
N
)rN+1 · h(x) = h(x). Auf der Riemannschen Fla¨che C/L hat sie Pole in
0 und −x1, . . ., −xq (mod L) mit den Residuen −∏qi=1 1f(xi) , 1f(x1) · ∏j 6=1 1f(xj−x1) , . . .,
1
f(xq)
·∏j 6=q 1f(xj−xq) . Der Residuensatz liefert
q∑
i=1
1
f(xi)
∏
j 6=i
1
f(xj − xi) −
q∏
i=1
1
f(xi)
= 0.
Da die xi beliebig waren, gelten die beiden Lemmata auch im Sinne formaler Potenzreihen.
Beweis von Satz 3.2.1: Sei ϕ das zu der Potenzreihe Q(x) = x
f(x)
= 1+a1x+a2x
2+ . . .
geho¨rige komplexe Geschlecht und Kϕ(E) :=
∑∞
i=0Ki(c1(E), . . . , ci(E)) die zugeho¨rige
multiplikative Folge zum Vektorbu¨ndel E.
Besteht in H∗(X˜) die Gleichung
1 + c1 + c2 + . . . = 1 + j∗((
1
v
)(1 + b1 + b2 + . . .)− 1),
wobei ci ∈ H i(X˜) und bi ∈ H i(Y˜ ) sei, so folgt aus (3.9)
Kϕ(c1, c2, . . .) = 1 + j∗((
1
v
)Kϕ(b1, b2, . . .)− 1).
Unter Verwendung der Multiplikativita¨t von Kϕ erha¨lt man daher aus Satz 3.1.3 die Glei-
chung
Kϕ(TX˜)/f
∗Kϕ(TX)=1 + j∗
(
(
1
v
)
(
j∗(
1
f ∗Kϕ(TX)
) · g∗Kϕ(TY )Q(v)
q∏
i=1
Q(xi − v)− 1
))
.
Multiplikation mit f ∗(Kϕ(TX)) und Auswerten auf [X˜ ] liefert
ϕ(X˜) = Kϕ(TX˜)[X˜ ] = f∗Kϕ(TX˜)[X ]
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= f∗f ∗Kϕ(TX)[X ] + f∗j∗
(
(
1
v
)g∗Kϕ(TY )
(
Q(v)
q∏
i=1
Q(xi − v)−
q∏
i=1
Q(xi)
))
[X ]
= ϕ(X) +Kϕ(TY ) · g∗
(
Q(v)
v
q∏
i=1
Q(xi − v)− 1
v
q∏
i=1
Q(xi)
)
[Y ].(3.11)
Fu¨r den Kohomologiering von Y˜ = CP(ν) gilt [8]
H∗(Y˜ ,Z) ∼= H∗(Y,Z)[x1]/〈(−x1)q + c1(ν)(−x1)q−1 + . . .+ cn(ν)〉.
Dabei ist x1 = c1(S), und S ist das tautologische Linienbu¨ndel u¨ber dem projektiven
Bu¨ndel Y˜ . Dies ist aber gerade unser Normalenbu¨ndel N (vgl. [7], S. 268). Anderer-
seits spaltet g∗ν u¨ber Y˜ in S und Quotientenbu¨ndel, d.h. u¨ber Y˜ gilt v = x1, also
c(g∗(ν)) =
∏q
i=1(1 + xi) = (1 + v)
∏q
i=2(1 + xi). Damit vereinfacht sich (3.11) zu
ϕ(X˜)− ϕ(X) = Kϕ(TY ) · g∗
(
Q(x1)
x1
( q∏
i=2
Q(xi − x1)−
q∏
i=2
Q(xi)
))
︸ ︷︷ ︸
R:=
[Y ].(3.12)
Um g∗(R) berechnen zu ko¨nnen, mu¨ssen wir zur Fahnenmannigfaltigkeit F (ν) u¨ber
Y
”
aufsteigen“, d.h. zu dem zum U(q)-Bu¨ndel ν assoziierten Faserbu¨ndel mit Faser
U(q)/U(1)q. Fu¨r den Kohomologiering von F (ν) gilt [8]
H∗(F (ν),Z) ∼= H∗(Y,Z)[x1, . . . , xq]/〈
∏
(1 + xi) = c(ν)〉.
Betrachte das folgende Diagramm
h∗g∗(ν) = h∗(N)⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Lq
↓
g∗(ν) = N ⊕Q F (ν)
↓
ν Y˜
↓
Y
Das zur Fahnenmannigfaltigkeit zuru¨ckgeholte Bu¨ndel h∗g∗(ν) spaltet in die Linienbu¨ndel
h∗(N)⊕L2⊕ . . .⊕Lq. Wir fu¨hren die Berechnung von g∗(R) auf die Integration u¨ber die
Faser der Fahnenmannigfaltigkeit zuru¨ck. Hierfu¨r gibt es die folgende Formel (vgl. [21],
§ 14 und [5])
g∗h∗(t) =
∑
σ∈Sq
sign(σ) · σ(t)/∏
i>j
(xi − xj).(3.13)
Die symmetrische Gruppe Sq operiert dabei auf t ∈ H∗(F (ν),Z) vermo¨ge Permutation
der xi, und sign(σ) bezeichnet das Signum der Permutation σ. Weiterhin gilt
h∗(
∏
i>j≥2
(xi − xj)) = (q − 1)! .(3.14)
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Sei ϕ von nun an das komplexe elliptische Geschlecht der Stufe N . Zum Abschluß des
Beweises reicht es zu zeigen, daß g∗(R) verschwindet. Mit (3.14) erhalten wir
(q − 1)! · g∗(R)
= g∗
h∗( ∏
i>j≥2
(xi − xj)) · Q(x1)
x1
( q∏
i=2
Q(xi − x1)−
q∏
i=2
Q(xi)
)
und wenn wir h∗(xi) mit xi identifizieren
= π∗
 ∏
i>j≥2
(xi − xj)Q(x1)
x1
( q∏
i=2
Q(xi − x1)−
q∏
i=2
Q(xi)
)
Anwenden von (3.13)
=
∑
σ∈Sq
sign(σ) · σ
 ∏
i>j≥2
(xi − xj)Q(x1)
x1
( q∏
i=2
Q(xi − x1)−
q∏
i=2
Q(xi)
) /∏
i>j
(xi − xj)
=
∑
σ∈Sq
σ
 ∏
i>j≥2
(xi − xj)Q(x1)
x1
( q∏
i=2
Q(xi − x1)−
q∏
i=2
Q(xi)
) /σ(∏
i>j
(xi − xj))
=
∑
σ∈Sq
σ
(
Q(x1)
x1
( q∏
i=2
Q(xi − x1)
xi − x1 −
q∏
i=2
Q(xi)
xi − x1
))
= (q − 1)!
 q∑
i=1
1
f(xi)
∏
j 6=i
1
f(xj − xi) −
∏
j 6=i
1
f(xj)
· xj
xj − xi

= (q − 1)!
 q∑
i=1
1
f(xi)
∏
j 6=i
1
f(xj − xi) −
q∏
i=1
1
f(xi)
·
q∑
i=1
∏
j 6=i
xj
xj − xi

nach Lemma 3.2.1
= (q − 1)!
 q∑
i=1
1
f(xi)
∏
j 6=i
1
f(xj − xi) −
q∏
i=1
1
f(xi)

nach Lemma 3.2.2
= 0.
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(L, z), 41
A,B,C,D, 39
CN , 43
F (u, v), 34
I(V ), 36
IN
∗
, 18, 56
I
N,1
∗ , 54
I
N,t
∗ , 18, 55
I
SU,0
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I
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ISU
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∗
, 20, 54
JSU
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, 21, 53
K(V ), 36
K ′ω( . ), Kω( . ), 68
Kn(c1, c2, . . . , cn), 34
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N -Mannigfaltigkeit, 11
N -Struktur, 8, 11
PN (y), 43
Q(x), 34
RN−1, RN+1, 43
S(y), 37
TN−1, 51
Td, 52
V , 36
W1, 23
W2, 24
W3, 24
W4, 24
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χy(q,LXd), 4, 61
CPa1,...,an , 36
CPN−1, C˜PN+1,1, 33
ϕell, 38
Γ1(N), 42
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∗
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JZ
∗
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ΩSU
∗
, 8
ΩU
∗
, 7
ΩU,N∗ , 12
Φ, 44
Φ(τ, x), 42, 58
C˜P(E ⊕ F ), 20
χ( . ,Kk/N ), 51
χy, 51
δ, ǫ, 44
Aˆ, 44
sign, 35, 44
A˜, 51
A˜N , 52
X˜, 69
ϕ˜N , 45
ϕ, 34
ϕ2, 44
ϕN , 43, 70
ϕV , 36
̺N
∗
, 12
̺USO, 35
C˜Pp,q, 20
℘, 41, 58
f(x), 34
g(y), 34
g2,g3, 41, 58
h(x), 37, 41
q1,q2,q3,q4, 38
s(Xn), 7
t, 16
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